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内 容 提 要 


本 书 系 统 介绍 了 现代 宏观 经 济 理论 中 的 随机 模型 方法 ,其 基本 内 容 分 为 两 
部 分 :离散 时 间 随 机 模型 与 连续 时 间 随 机 模型 ,以 后 者 为 主 . 主要 论题 如 下 :状态 
偏好 分 析 ; 随 机 差分 方程 与 离散 宏观 经 济 模型 ;随机 分 析 导 论 ; 随 机 增长 模型 ; 消 
费 最 优化 方法 与 财政 政策 ;人 力 资本 与 技术 进步 ;投资 与 货币 政策 ;就 业 与 劳务 
市 场 等 . 所 有 这 些 问题 都 在 随机 模型 的 框架 内 处 理 ,并 运用 随机 最 优化 与 随机 微 
分 方程 进行 分 析 . 书 中 包含 不 少 新 的 结果 与 新 的 方法 . 它们 涉及 现代 宏观 经 济 分 
析 的 一 些 重要 的 热门 课题 . 其 中 部 分 结果 取 自 作者 本 人 的 研究 . 

本 书 可 作为 高 等 学 校 经 济 学 或 数学 专业 研究 生 的 教材 , 亦 可 供 宏观 经 济 分 
析 方 面 的 研究 工作 者 参考 . 


Abstract 


The purpose of this book is to provide a systematical treatment for the 
stochastic model methods in modern macroeconomics. The book includes two 
parts: discrete time stochastic models and continuous time stochastic models, 
and the later is the main part. The main topics are as follows; state-preference 
analysis; stochastic difference equations and discrete macroeconomic models; 
introduction to stochastic analysis; stochastic growth models; consumption 
optimization methods and fiscal policies; human capital and technological 
progress; investment and monetary policies; employment and labour market, 
etc. All these issues are considered in the framework of stochastic models and 
are analyzed by using stochastic optimization and stochastic differential 
equations. The book contains many new results and new methods which are 
the subject of great importance and much activity in the modern 
macroeconomical analysis. Some new results are from the work of the writer. 

The book can serve as textbook for graduate students in economic or 
mathematical department. It can also be consulted by researchers in 


macroeconomical analysis. 
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“ 接 天 莲 叶 无 穷 莫 , 映 日 荷花 别 样 红 .? 今 天 ,我 国 的 教育 正 处 在 一 
个 大 发 展 的 办 新 时 期 ,而 高 等 教育 即将 跨 人 “大 众 化 ”的 阶段 GE ER 
勃 ,生机 无 限 。 在 高 等 教育 中 ,研究 生 教育 的 发 展 尤为 迅速 。 在 盛夏 已 
临 , 面 对 池塘 中 亭亭玉立 的 荷花 , 风 来 舞 举 的 莲 针 ， 我 深 深 感到 ， 我 国 
研究 生 教育 就 似 夏 季 映 日 的 红 莲 , 别 样 多 姿 。 

党 的 十 六 大 报告 以 空前 的 力度 强调 了 “科教 兴国 ”的 发 展 战略 , 强 
调 了 教育 的 重大 作用 ,强调 了 教育 的 基础 性 全 局 性 先导 性 ,强调 了 在 
社会 主义 建设 中 教育 的 优先 发 展 的 战略 地 位 。 从 报告 中 ,我们 可 以 清 
楚 看 到 ,对 高 等 教育 而 言 ,不 仅 赋予 了 重大 的 历史 任务 ,而且 更 明确 提 
出 了 要 培养 一 大 批 拔尖 创新 人 才 。 不 言 而 喻 ,培养 一 大 批 拔尖 创新 人 
才 的 历史 任务 主要 落 在 研究 生 教育 肩 上 。“ 百 年 大 计 , 教 育 为 本 ;国家 
兴亡 ,人 才 为 基 。” 国 家 之 间 的 激烈 竞争 ,在 今天 ,归根 结 底 , 最 关键 的 
就 是 高 级 专门 人 才 ,特别 是 拔尖 创新 人 才 的 竞争 。 由 此 观 之 ， 研究 生 教 
POEs TARR! 重 如 泰山 ! 

前 事 不 忘 ,后 事 之 师 。 历 史 经 验 已 一 而 再 、 再 而 三 地 证 明 :一 
家 的 富强 ,一 个 民族 的 繁荣 ,最 根本 的 是 要 依靠 自己 ， mi ngu" 
为 主 .《 国 际 歌 ) 讲 得 十 分 深刻 ,世界 上 从 来 就 没有 什么 救世 主 , 只 有 依 
靠 自 己 救 自己 。 寄 希望 于 别人 ,期 美好 于 外 力 ,只 能 是 一 种 幼稚 的 幻 
. 想 .内 因 是 发 展 的 决定 性 的 因素 。 当 然 ,我 们 决 不 应 该 也 决 不 可 能 采取 
“闭关 锁国 ,自我 封闭 ,固步自封 的 方式 来 谋求 发 展 , 重 犯 历史 错误 。 
外 因 始 终 是 发 展 的 必要 条 件 。 正 因为 如 此 ,我 们 清醒 看 到 了 ， 自助 者 
AB”, RABA 自尊、 自主 .自强 ”, 只 有 独立 自主 ,自强 不 息 , 走 以 
“自力 更 生 ” 为 主 的 发 展 道路 , 才 有 可 能 在 向 世界 开放 中 ,争取 到 更 多 
的 朋友 ,争取 到 更 多 的 支持 ,充分 利用 好 外 部 的 各 种 有 利 条 件 , 来 扎 扎 
实 实地 而 又 尽 可 能 快 地 发 展 自己 。 这 一 切 的 关键 就 在 于 ,我们 要 有 数 
量 与 质量 足够 的 高 级 专门 人 才 , 特 别 是 拔尖 创新 人 才 。 何 况 * 在 科技 高 
速 发 展 与 高 度 发 达 , 而 知识 经 济 已 初 见 端倪 的 今天 ,更 加 如 此 。 人 本 ， 
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高 级 专门 人 才 , 拨 尖 创 新 人 才 , 是 我 们 一 切 事业 发 展 的 基础 。 基 础 不 
TRAE ER | 

“TKBAS WAH "AILS aR AA Bb. BOE 
用 书 是 “传道 授 业 解 惑 "培育 人 才 的 基本 条 件 之 一 。“ 巧 妇 难 为 无 米 之 
炊 "”。 特 别 是 在 今天 ,学 科 的 交叉 及 其 发 展 越 来 越 多 及 越 快 ,人 才 的 知 
识 基 础 及 其 要 求 越 来 越 广 及 越 高 ,因此 ,我 一 贯 赞成 与 支持 出 版 研究 
生 教学 用 书 ”, 供 研究 生 自 己 主动 地 选用 。 早 在 1990 年 ,本 套用 书 中 的 
第 一 本 即 《 机 械 工 程 测试 。 信息。 信和 号 分 析 ;》 出 版 时 ,我 就 为 此 书写 了 
个 “ 代 序 ”, 其 中 提出 :一 个 研究 生 应 该 博览 群 书 , 博 采 百 家 ,思路 开阔 ， 
有 所 创见 。 但 这 不 等 于 他 在 一 切 方面 均 能 如 此 ,有 所 不 为 才能 有 所 为 。 
如 果 一 个 研究 生 的 主要 兴趣 与 工作 不 在 某 一 特定 方面 ,他 也 可 选择 一 
本 有 关 这 一 特定 方面 的 书 作为 了 解 与 学 习 这 方面 知识 的 参考 ;如 果 一 
个 研究 生 的 主要 兴趣 与 工作 在 这 一 特定 方面 ,他 更 应 选择 一 本 有 关 的 
书 作为 主要 的 学 习 用 书 , 寻 观 主 要 学 习 线 索 , 并 缘 此 展开 ,博览 群 书 。 
这 就 是 我 赞成 要 为 研究 生 编 写 系列 的 研究 生 教学 用 书 的 原因 。 今 
天 ,我 仍然 如 此 来 看 。 

还 应 提 及 一 点 ,在 教育 界 有 人 讲 , 要 教学 生 “ 做 中 学 ”, 这 有 道理 ; 
但 须 补充 一 名 ,学 中 做 ”。 既 要 在 实践 中 学 习 , 又 要 在 学 习 中 实践 ,学 
习 与 实践 紧密 结合 , 方 为 全 面 ;重要 的 是 ,结合 的 关键 在 于 引导 学 生 思 
考 , 学 生 积极 主动 思考 。 当 然 ; 学 生 的 层次 不 同 ,结合 的 方式 与 程度 就 
应 不 同 ,思考 的 深度 也 应 不 同 。 对 研究 生 特 别 是 对 博士 研究 生 ,就 必须 
是 而 且 也 应 该 是 “ 研 中 学 ,学 中 研 ”, 在 研究 这 一 实践 中 ,开动 脑筋 , 努 
力学 习 , 在 学 习 这 一 过 程 中 ,开动 脑筋 ,努力 研究 ;甚至 可 以 讲 , 研 与 学 
通过 思考 就 是 一 回 事情 了 。 正 因为 如 此 ,研究 生 教 学 用 书 ” 就 大 有 英 
梭 用 武之 地 , 供 学 习 之 用 , 供 研究 之 用 , 供 思 考 之 用 。 

在 此 ,还 应 进一步 讲 明 一 点 。 作 为 一 个 研究 生 , 来 读 “研究 生 教学 
用书” 中 的 某 书 或 其 他 有 关 的 书 ,有 的 书 要 精读 ,有 的 书 可 泛 读 。 记 住 
了 书 上 的 知识 ,明白 了 书 上 的 知识 ,当然 重要 ;如 果 能 照 着 用 ,当然 更 
重要 。 因 为 知识 是 基础 有 知识 不 一 定 有 力量 ,没有 知识 就 一 定 没有 力 
量 , 千 万 千 万 不 要 轻视 知识 。 对 研究 生 特别 是 博士 研究 生 而 言 , 最 为 重 
要 的 还 不 是 知识 本 身 这 个 形 而 下 ,而 是 以 知识 作为 基础 ,努力 通过 某 
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种 实践 ,同时 深入 独立 思考 而 体悟 到 的 形 而 上 , 即 《老子 》 所 讲 的 不 可 
道 的 “ 常 道 *, 即 思维 能 力 的 提高 , 即 精神 境界 的 升华 周易， 系 辞 ; 讲 
了 :“ 形 而 上 谓 之 道 , 形 而 下 谓 之 器 ”我 们 的 研究 生 要 有 器 ,要 有 具体 
的 知识 ,要 读书 ,这 是 基础 :但 更 要 有 “ 道 ", 更 要 一 般 , 要 体悟 出 的 形 而 
E. (EF + 天 道 ? 讲 得 多 么 好 : 书 不 过 语 。 语 之 所 贵 者 意 也 , 意 有 所 
随 。 意 之 所 随 者 ,不 可 以 言传 也 .这 个 “ 意 ”, 就 是 孔子 所 讲 的 “一 以 贯 
之 ”的 “一 ”就 是 “ 道 *, 就 是 形 而 上 .。 它 比 语 、 比 书 , 重 要 多 了 .要 能 体悟 
出 形 而 上 ,一 定 要 有 足够 数量 的 知识 作为 必 不 可 缺 的 基础 ,一 定 要 在 
读书 去 获得 知识 时 ,整体 地 读 , 重 点 地 读 , 反 复 地 读 ;整体 地 想 ,重点 地 
48 , EE SERO AH . 如 同 韩愈 在 4 进 学 解 ) 中 所 讲 的 那样 ,能 “ 提 其 要 ”,“ 匆 其 
玄 ”, 以 达到 南宋 张 孝 祥 所 讲 的 “悠然 心 会 , 妙 处 难 与 君 说 "的 体悟 ,化 
知识 为 己 之 素质 ,为 “活水 源头 ”这 样 ,就 可 驾 台 知识 ,发 展 知识 ,创新 
知识 ,而 不 是 为 知识 所 驾驭 ,为 知识 所 奴役 ,成 为 计算 机 的 存储 装置 。 

这 套 “ 研 究 生 教学 用 书 ” 从 第 一 本 于 1990 年 问世 以 来 ,到 明年 ,就 
经 历 了 不 平凡 的 15 个 春秋 。 从 研究 生 教育 开始 以 来 ,我 校 历届 领导 都 
十 分 关心 研究 生 教育 ,高 度 重视 研究 生 教学 用 书 建设 ,亲自 抓 研究 生 
教学 用 书 建设 ;饮水 思源 , 实 难忘 怀 !“ 逝 者 如 斯 夫 , 不 舍 秀 夜 .” 截 至 今 
天 ,“ 研 究 生 教学 用 书 ” 的 出 版 已 成 了 规模 , 莲 过 发 展 .目前 已 出 版 了 用 
书 69 种 ,有 的 书 发 行 了 数 万 册 , 有 22 种 分 别 获得 了 国家 级 、 省 部 级 教 
材 奖 、 图 书 奖 , 有 数 种 已 为 教育 部 列 人 向 全 国 推 荐 的 研究 生 教材 ,有 20 
种 一 印 再 印 , 久 销 不 衰 。 采 用 此 书 的 一 些 兄 弟 院 校 教师 纷纷 来 信 , 称 赞 
此 书 为 研究 生 培 养 与 学 科 建 设 做 出 了 贡献 。 我 们 深 深 感 激 这 些 鼓 励 ， 
“衷心 藏 之 , 何 日 忘 之 ?1” 没 有 读者 与 专家 的 关爱 ,就 没有 我 们 “研究 生 
教学 用 书 ” 的 发 展 。 

唐 代 大 文豪 李白 讲 得 十 分 正确 :“ 人 非 攻 用 , 谁 能 尽 善 ?” 我 始终 认 
为 , 金 无 足 赤 , 物 无 足 纯 ,人 无 完 人 , 文 无 完 文 , 书 无 完 书 .“ 完 ”全 了 ,就 
没有 发 展 了 ,也 就 “完蛋 了 。 江泽民 同志 在 党 的 十 六 大 报告 中 讲 得 多 
么 深刻 : “实践 没有 止境 ,创新 也 没有 止境 "他 又 指出 ,坚持 “三 个 代 
表 ” 重 要 思想 的 关键 是 与 时 俱 进 。 这 套 “ 研 究 生 教学 用 书 ” 更 不 会 例外 。 
这 套 书 如 何 ? 某 本 书 如 何 ? 这 样 的 或 那样 的 错误 、 不 妥 、 玖 忽 或 不 足 , 必 
然 会 有 。 但 是 ,我 们 又 必须 积极 、 及 时 、 认 真 而 不 断 地 加 以 改进 ,与 时 俱 
进 ,奋发 前 进 ,我 们 衷心 希望 与 真 执 感 谢 读 者 与 专家 不 音 指教 ,及 时 批 
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评 。 当 局 者 迷 , 兼 昕 则 明 ;“ 噬 其 鸭 矣 , 求 其 友 声 ,” 这 就 是 我 们 肺脏 之 
言 。 当 然 , 在 这 里 ,还 应 该 深 深 感谢 “研究 生 教学 用 书 ” 的 作者 、 审 阅 者 、 
组 织 者 (华中 科技 大 学 研究 生 院 的 有 关 领 导 和 工作 人 员 ) 与 出 版 者 ( 华 
中 科技 大 学 出 版 社 的 编辑 .校对 及 其 全 体 同志 ); 深 深 感谢 对 “研究 生 
教学 用 书 ” 的 一 切 关心 者 与 支持 者 ， 没有 他 们 ,就 决 不 会 有 今天 的 “ 研 
究 生 教学 用 书 ”。 

我 们 真 音 祝愿 ,在 我 们 举国 上 下 ,万 众 一心 ,在 < 三 个 代表 "重要 昌 
想 的 指引 下 ,努力 全 面 建设 小 康 社 会 ,加 速 推进 社会 主义 现代 化 ,为 实 
现 中 华 民 族 伟 大 复兴 ,“ 芙 鞭 国 里 尽 朝晖 ”这 一 壮丽 事业 中 ,让 我 们 共 
ABH ,为 培养 数 以 千 万 计 高 级 专门 人 才 、 特 别 是 一 大 批 拔尖 创新 人 
才 , 完 成 历史 赋予 研究 生 教 育 的 重大 任务 而 做 出 应 有 的 贡献 。 

BASF. 





中 国 科 学 院 院 士 
华中 科技 大 学 学 术 委 员 会 主任 
杨 叔 子 
2003 年 7 月 于 喻 园 
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今天 ,人 类 比 以 往 任 何 时 候 都 在 更 快 地 创造 与 积累 着 财富 , 与 此 同时 ,与 财 
富 相关 联 的 人 类 生活 的 方方面面 , 比 以 往 任何 时 候 都 更 加 错综复杂 ,更 难 理 出 头 
绪 . 这 就 使 得 经 济 学 这 门 受 人 膜拜 的 大 学 问 面临 前 所 未 有 的 严峻 挑战 . 说 来 几乎 
令 人 难以 置信 , 远 在 一 个 (甚至 两 个 ) 世 纪 之 前 ,人 们 就 声称 终于 发 现 了 经 济 学 的 
真 说 ;然而 ,正当 人 们 将 那些 被 认定 要 永远 主宰 人 类 社会 的 经 济 法 则 供奉 于 科学 
暴 堂 ,并 告 诚 未 来 的 经 济 学 家 只 需 对 已 有 的 信条 作出 诠释 与 应 用 之 际 , 伴 随 着 现 
代 产 业 和 狂潮, 无 数 新 的 经 济 事实 与 经 济 问题 油 涌 而 来 ,使 人 们 重新 陷 人 迷茫 . 需 
要 解答 的 问题 是 如 此 之 多 ,以 至 人 们 感到 经 济 学 已 经 解决 的 问题 相形 见 少 . 

人 类 能 怀疑 自己 的 经 济 学 能 力 吗 ?难道 人 类 不 是 天 生 的 经 济 学 家 ,对 于 事 关 
衣食 利禄 的 问题 有 着 近乎 本 能 的 正确 判断 吗 ? 人 们 岂 能 不 懂得 ,财富 永远 来 自 于 
有 效 的 人 类 活动 ,更 多 的 产 出 必定 有 坊 于 更 多 的 投入 ;人 们 岂 能 不 知晓 ,为 增加 
供应 所 必要 的 努力 应 当 来 自 和 需求 的 驱动 ;人 们 电能 不 同意 ,技术 进步 乃 为 加 快 经 
济 增长 所 必需 ,而 教育 又 是 持续 推进 技术 所 不 可 缺少 的 . 不 可 否认 ,我 们 确实 不 
缺乏 诸如 此 类 的 知识 ,因为 所 有 这 些 都 不 过 是 常识 而 已 ,而 每 个 人 绝 不 会 怀疑 自 
已 作出 常识 判断 的 能 为 , 如 果 常 识 足以 解释 一 个 复杂 的 世界 ,那么 经 济 学 就 无 所 
为 用 了 . 问题 恰恰 在 于 ,常识 从 来 都 止 于 事物 的 表象 ,深入 的 理解 往往 超出 常识 
之 外 . 用 人 力 资本 替换 一 部 分 物质 资本 一 定 可 行 吗 ?对 教育 的 投入 是 否 应 优先 于 
对 科技 开发 的 投入 ? 一 个 经 济 体 所 能 承受 的 外 来 资本 的 最 佳 比例 是 多 少 ? 一 个 
较 高 的 经 济 增长 率 总 胜 过 一 个 较 低 的 增长 率 吗 ? 这 些 问题 多 半 难 以 立即 作出 判 
断 ;甚至 经 过 一 番 思 索 之 后 仍然 难于 判断 . 否则 ,经 济 学 家 就 不 至 于 有 那么 多 的 
歧 见 与 争论 了 . 应 当 承认 ,许多 看 来 平常 的 问题 ,实际 上 既 超 出 常识 判断 之 外 ,也 
超出 肤浅 的 经 济 理论 所 能 解答 的 范围 之 外 . 

那么 ,问题 的 症结 何在 呢 ? 

首先 ,与 现代 经 济 生 活 相关 的 问题 更 多 地 带 有 定量 性 质 ,因而 人 们 (尤其 是 
经 营 者 与 决策 者 ) 更 希望 有 一 个 定量 的 解答 . 能 有 效 地 解答 定量 问题 的 经 济 学 首 
先 要 将 自己 提升 为 一 门 定量 的 科学 ,具有 如 同 数理 科学 一 般 的 精确 性 ,而 这 恰恰 
是 传统 经 济 学 所 无 法 达到 的 ,更 不 必 说 日 常 观察 的 精确 性 了 . 

其 次 ,经 济 学 要 成 为 精密 的 定量 科学 , 除 依赖 于 模型 外 别 无 他 途 ; 任何 定量 
科学 无 论 多 人 么 高 深 莫 测 ,其实 只 是 揭示 互相 依存 的 变量 之 间 的 联系 规律 而 已 . 从 
根本 上 说 ,定量 科学 只 能 处 理 相对 简单 的 理想 系统 ,或 者 已 经 在 某 种 简化 处 理 中 
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充分 理想 化 了 的 实际 系统 . 而 问题 在 于 ,无 论 用 什么 标准 来 衡量 . 令 人 眼花 综 乱 
的 现实 经 济 系统 都 太 复杂 了 ,它们 包含 的 变量 太 多 ,人 们 在 试图 将 其 作 某 种 简化 
时 ，, 常 不 免 陷 于 茫然 失措 . 现代 理论 经 济 学 家 必定 会 固执 地 坚持 自己 的 理念 ;他 
们 将 只 是 分 析 一 个 充分 理想 化 的 经 济 , 而 不 是 直接 分 析 某 个 现实 的 经 济 原型 , 除 
非 完全 放弃 定量 分 析 的 要 求 . 在 经 济 学 家 的 工具 箱 中 ,并 无 同时 对 付 无 限 多 个 变 
量 的 有 效 工 具 ,而 未 经 简化 的 现实 经 济 系 统 本 质 上 包含 有 无 限 多 个 变量 . 这 就 注 
定 了 现代 经 济 学 家 在 分 析 一 个 经 济 系统 之 前 ,首先 要 将 其 转化 为 某 个 高 度 理想 
化 的 模型 . - 

即使 在 一 个 充分 简化 的 模型 之 内 , 诸 变量 之 间 的 因果 关系 也 往往 隐蔽 难 寻 
非 直接 观察 所 能 发 现 . WREE 4 通过 变量 AL, AL 这 一 长 长 的 逻辑 链条 而 
最 终 作 用 于 变量 B, 那么 4 与 已 之 间 的 逻辑 关系 就 完全 消失 在 纷繁 的 表象 中 ， 
几乎 不 在 经 验 归 纳 所 及 的 范围 内 留 下 什么 踪迹 ,因而 必然 移出 常识 审 察 的 视野 
之 外 . 这 就 决定 了 主要 依赖 于 经 验 归 纳 的 传统 方法 不 足以 解决 现代 经 济 学 的 问 
题 . 经 济 学 能 成 为 一 门 精确 的 定量 科学 ,在 很 大 程度 上 在 于 它 决 然 地 使 用 科学 演 
绎 法 ;而 循 这 一 途径 趋 于 极致 ,最 终 就 将 自己 变 成 了 一 门 数理 科学 , 变 成 了 一 门 
依据 定义 、 命 题 \ 证 明 、 推 论 这 一 套 标准 程序 展开 的 学 科 . 今天 ,经 济 学 如 此 深 地 
陷 人 数学 化 的 旋涡 是 经 济 学 的 先行 者 们 始 料 未 及 的 . 经 济 学 家 能 抱怨 这 一 现状 
吗 ?经 济 学 毕竟 是 极 大 的 受益 者 , 它 比 以 往 任何 时 候 都 更 方便 地 利用 数学 方法 的 
权威 性 ,利用 人 们 对 数学 真理 性 的 近乎 绝对 的 信任 . 

此 时 此 刻 就 要 小 心 了 .无 论 数学 方法 如 何 完美 无 缺 ,都 不 足以 保证 以 数学 为 
工具 的 经 济 学 免 于 出 错 . 不 过 ,就 是 在 这 一 点 上 ,数学 方法 仍然 具有 无 与 伦比 的 
优势 : 它 能 准确 地 告诉 你 ,如 果菜 条 经 过 证 明 的 经 济 学 命题 与 现实 不 符 , 那 么 为 
此 该 承担 宰 任 的 并 不 是 数学 推理 过 程 ,而 是 推理 所 依据 的 假设 . 经 济 学 家 之 间 常 
常 因 彼 此 不 认同 对 方 的 结论 而 争论 不 休 , 但 很 少 会 质疑 他 人 用 了 错误 或 不 精确 
的 推理 ,而 通常 只 是 批评 他 人 用 了 不 现实 的 假定 ,或 者 用 了 不 合理 的 模型 ,或 者 
用 了 有 疑问 的 数据 . 而 这 种 批评 唯 有 促使 经 济 学 家 更 谨慎 地 选择 自己 的 模型 与 
假定 ,而 不 是 整个 地 抛弃 自己 的 方法 . 不 同意 我 的 结论 吗 ? 那 很 好 , 且 让 大 家 一 起 
来 探讨 一 下 我 的 结论 据 以 推出 的 模型 与 假设 该 如 何 修改 . 这 就 使 经 济 学 获得 了 
一 种 前 所 未 有 的 自我 更 新 与 自我 完善 机 制 . 仅仅 这 一 点 ,现代 经 济 学 就 值得 给 予 
高 度 肯 定 了 . 今天, 经济 学 比 以 往 任何 时 候 都 更 生机 勃勃 ,几乎 每 天 都 在 改变 面 
55. 它 已 不 再 将 一 些 来 自 直 接 归纳 的 结论 宣布 为 绝对 真理 ,只 承认 “在 某 个 条 件 
下 必 有 某 个 结论 ”这 样 的 相对 真理 ; 它 也 不 再 在 今天 自 雇 为 第 大 发 现 而 明天 就 被 
判定 为 过 时 ,承认 自己 远 未 完善 , 仍 处 于 不 断 更 新 之 中 . 没有 嘟 一 条 现代 经 济 学 
结论 值得 奉 为 金 科 玉 律 . 但 用 方程 与 公式 表达 的 经 济 学 命题 将 越 来 越 准确 地 刻 
夯 现 实 的 经 济 关 系 ,有 越 来 越 可 信 的 预报 力 ,完全 可 以 抱 有 信心 ,而 这 也 就 够 了 . 
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如 果 说 现代 经 济 学 将 数学 方法 作为 不 可 缺少 的 工具 已 经 没有 疑义 ,那么 需 
要 明确 指出 的 只 是 , 仅 当 经 济 系统 纳入 到 一 个 用 数学 语言 与 数学 公式 表达 的 系 
统 之 内 时 ,数学 的 分 析 方 法 才 有 用 武之 地 . 这 就 是 说 ,数学 方法 的 运用 必须 以 建 
立 数学 模型 为 其 前 提 . 这 就 触及 了 本 书 的 主题 . 经 济 系统 建立 数学 模型 并 非 经 济 - 
学 的 目的 ,而 只 是 获得 所 第 结论 的 手段 . 手段 是 可 作 不 同 选 择 的 ,经 济 模型 也 就 
必然 多 种 多 样 .但 有 一 类 模型 , 即 本 书 要 详细 论述 的 动态 随机 模型 ,近年 来 获得 
了 蜡 乎 寻常 的 重要 性 ; 它 所 呈现 的 强大 生命 力 似乎 预示 着 ,在 未 来 一 段 时 间 内 ， 
它 将 是 现代 经 济 学 的 一 个 不 可 或 缺 的 有 力 工 具 . 

动态 随机 模型 出 现 的 历史 并 不 长 ,有 关 它 的 最 早 一 批文 献 与 Merton, 
Brock , Lucas , Eaton ,Gertler ,Grinols, Turnovsky 等 人 的 名 字 联 系 在 一 起 : 作为 
一 种 发 展 过 程 ,经 济 系统 必然 在 其 运行 中 表现 出 自身 的 规律 性 . 因此 ,经 济 系统 
按 其 本 性 而 言 必 然 是 一 个 动态 系统 XC EUM BRI. 至 于 经 济 系统 的 随机 性 或 - 
不 确定 性 , 则 是 一 个 更 复杂 的 问题 ,只 是 近 几 十 年 来 才 受 到 足够 的 注意 . 其 实 , 不 
确定 性 并 不 远离 我 们 的 常识 . 在 日 常 经 验 中 ,我 们 所 体验 到 的 处 确定 性 一 点 也 不 
比 确定 性 少 .我 们 无 法 确 知 , 某 一 商品 在 明天 的 价格 是 多 少 ; 我 们 也 不 完全 知道 ， 
投向 市 场 的 每 一 分 钱 未 来 将 得 到 什么 样 的 回报 . 正 因 为 如 此 ,我 们 才 感 到 市 场 充 
满 了 不 测 , 才 认为 市 场 是 一 种 无 法 驾驭 的 . 令 人 生 县 的 力量 . 人 们 不 免 会 问 :市 场 
何以 不 确定 ?如 果 事 实 总 逃 不 过 因果 法 则 ,那么 在 一 定 条 件 下 市 场 不 应 有 由 因果 
律 决 定 的 确定 轨道 吗 ?在 我 们 看 来 的 不 确定 实际 上 也 许 仅仅 是 不 确 知 而 已 . 对 于 
未 来 事物 的 无 法 确 知 ,也 许 仅仅 是 我 们 缺少 关于 某 些 隐 项 因素 的 信息 ; 随 着 我 们 
拥有 信息 的 增加 ,本 来 认为 不 确定 的 东西 将 逐步 加 入 到 确定 事物 的 行列 中 来 ,在 
我 们 深入 探索 的 行进 中 ,不 确定 性 或 许 会 不 断 退 缩 以 至 消失 ;或 许 我 们 会 终于 发 
现 ,不 确定 性 原 不 过 是 认 知 上 的 一 种 错觉 ,是 人 类 在 知识 欠缺 的 无 奈 中 的 一 种 托 
词 一 一 无 论 事实 是 否 如 此 ,有 一 点 是 肯定 的 :我 们 永远 无 法 把 握 一 个 系统 的 方 方 
面 面 ,因而 注定 无 法 完全 摆脱 不 确定 性 . 对 于 我 们 来 说 ,重要 的 是 如 何 估计 不 确 
定性 并 指明 其 后 果 , 而 不 是 去 论证 不 确定 性 的 本 原 , 那 该 是 哲学 家 的 话题 . 

显然 充满 不 确定 性 的 经 济 系统 ,在 很 长 时 间 内 一 直 被 当 作 确 定性 系统 加 以 
研究 ,并 非 出 于 误解 ,而 是 分 析 工 具 的 局 限 所 致 . 正 是 因为 忽略 了 不 确定 性 ,经 济 
学 家 们 才能 运用 他 们 所 熟悉 的 微分 方程 .最 优 控制 等 数学 工具 对 之 进行 分 析 . 因 
此 ,直至 上 世纪 中 叶 , 经 济 模型 还 主要 是 确定 性 模型 . 处 理 不 确定 性 所 需要 的 数 
学 理论 ,首先 是 概率 论 与 数理 统计 ,已 有 很 长 的 历史 . 但 将 概率 论 与 动态 系统 理 
论 结合 起 来 的 随机 微 积分 、 随 机 微分 方程 及 随机 最 优化 ,或 者 如 通常 所 简称 的 随 
机 分 析 , 则 是 较 晚近 才 出 现 的 . 这 一 新 的 数学 工具 一 出 现 ,就 立即 被 一 些 经 济 学 
”家 用 来 研究 经 济 与 金融 理论 中 的 复杂 问题 , 旦 获得 了 出 人 意外 的 成 功 ,因而 吸引 
了 愈 来 您 多 经 济 学 家 的 注意 . 或 许 , 在 经 济 学 家 看 来 ,随机 分 析 正 是 他 们 期 待 已 





N 宏观 经 济 的 随机 模型 





久 而 终于 发 现 的 分 析 工 具 . 时 至 今日 ,虽然 尚 不 能 说 随机 分 析 已 成 为 多 数 经 济 学 
家 手中 得 心 应 手 的 工具 ,但 应 用 随机 分 析 的 经 济 学 文献 确 已 多 到 无 法 统计 的 地 
步 . 

随机 微 积 分 、 随 机 微分 方程 及 随机 最 优化 这 样 一 些 经 济 学 家 曾经 感到 陌生 
的 概念 ,实际 上 不 过 是 对 应 的 确定 性 概念 的 某 种 自然 推广 . 在 最 简单 的 意义 上 可 
以 说 ,附加 某 个 随机 扰动 项 ,就 从 传统 的 分 析 概念 过 渡 到 了 与 之 对 应 的 随机 分 析 
概念 ;而 依 间 题 的 实际 背景 ,对 于 扰动 项 可 作出 自然 的 直观 解释 . 从 确定 性 到 随 
机 性 ,这 一 初 看 起 来 难以 逾越 的 鸿沟 ,就 这 样 一 跨 而 过 了 ,似乎 并 没有 人 们 想像 
的 那么 困难 . 这 种 印象 并 不 准确 ,但 有 其 好 处 ,也 许 只 有 这 样 ,新 方法 才 更 容易 被 
人 接受 .但 如 果 新 方法 并 不 能 带 来 令 人 震撼 的 新 结果 ,其 价值 就 可 疑 了 . 因而 我 
们 将 特别 关注 这 样 的 问题 :随机 扰动 的 加 入 在 多 大 程度 上 及 以 何 种 方式 改变 了 
系统 的 性 质 ? 显然 ,这 也 是 经 济 系统 的 观察 者 与 监控 者 力图 了 解 的 问题 . 本 书 提 
供 的 材料 表明 ;这 方面 不 乏 颇 具 吸 引力 的 结果 . 

本 书 的 大 多 数 模型 都 具有 如 下 标准 形式 :决策 者 (代表 性 个 体 、 决 策 部 门 或 
虚拟 的 社会 计划 者 ) 在 其 预算 约束 条 件 下 最 大 化 其 目标 值 ;而 目标 值 通常 是 无 限 
时 间 跨 度 内 的 期 望 折 现 效用 或 折 现 利润 . 这 样 的 模型 通常 称 为 跨 时 最 优 决策 模 
型 , 它 已 成 为 动态 宏观 经 济 模型 的 标准 形式 . 从 具体 操作 的 角度 考虑 ,随机 模型 
方法 的 具体 实施 由 以 下 三 个 步骤 组 成 . 

G) 建 模 ， 即 建立 解决 给 定 问题 所 需要 的 随机 模型 在 这 一 一 点 上 ， 文献 中 已 
有 许多 出 色 的 模型 可 资 借鉴 ,其 中 一 些 具 有 基本 价值 的 著名 模型 ,今天 仍然 是 人 
们 研究 并 力图 加 以 发 展 的 对 象 . 如 已 提 及 的 ,一 个 成 功 的 模型 建立 在 对 系统 适当 
简化 的 基础 上 . 一 个 自然 的 问题 是 ,我们 如 何 知道 所 作 的 简化 是 否 过 了 头 ? 可 以 
想见 , 建 模 时 的 其 酌 必 定 大 费 思量 . 而 且 也 不 要 指望 所 建立 的 模型 能 达到 理想 中 
的 完善 ,任何 模型 都 只 是 兼顾 简单 性 与 现实 性 的 一 个 折衷 结果 , 它 永 远 留 有 改进 
的 余地 . 

Gi) 解 模型 . 就 一 个 跨 时 最 优 决 策 模型 而 言 , 从 字面 上 看 ， 所 谓 解 模型， 是 指 
求 出 问题 的 最 优 控制 函数 与 状态 变量 的 最 优 轨道 . 可 惜 ,即使 对 于 不 很 复杂 的 模 
型 ,这 件 事 也 未 必 能 准确 做 到 .这 就 使 得 对 “ 解 模 型 "这 一 任务 有 一 个 更 现实 的 理 
解 . 本 书 涉 及 的 模型 大 多 是 为 解释 宏观 经 济 系统 的 长 期 趋势 而 设计 的 ,因而 我 们 
真正 关注 的 是 那些 刻画 系统 长 期 趋势 的 数量 指标 , 这些 指标 通常 称 为 均衡 值 , 它 
们 应 当 能 由 模型 确定 得 出 来 . 在 大 多 数 情况 下 , 解 模 型 的 主要 任务 就 是 求 出 这 些 
均衡 值 ;至 少 , 求 出 这 些 均衡 值 所 满足 的 尽 可 能 简单 的 方程 ,从 而 有 可 能 运用 这 
些 方程 去 分 析 均 衡 值 的 性 质 或 近似 地 算出 均衡 值 . 

Gi) 参数 分 析 与 政策 分 析 . 均衡 值 依赖 于 外 生地 给 定 的 模型 参数 ;模型 参 
数 反 映 了 经 济 系统 的 结构 .市 场 条 件 与 政府 的 政策 选择 ,为 决策 者 与 研究 者 所 密 
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切 关注 . 阐明 参数 对 于 均衡 值 的 作用 ,是 模型 分 析 的 基本 目的 ,甚至 是 主要 目的 ， 
可 以 考虑 三 类 结论 :均衡 值 与 参数 关系 的 性 质 ( 正 相 关 性 或 负 相 关 性 ) ;均衡 值 对 
参数 变化 的 敏感 程度 ;确定 参数 的 最 优 值 . 政策 参数 的 最 优 值 反映 了 政策 制定 者 
的 最 优选 择 ,其 价值 是 不 言 而 喻 的 

一 般 而 言 , 从 模型 分 析 的 结论 中 能 否 得 到 所 关注 的 问题 的 答案 , 正 是 对 模型 
成 功 与 否 的 一 个 检验 . 模型 分 析 的 结论 并 非 都 是 有 价值 的 ,其 中 必然 包含 了 大 量 
虽然 正确 但 属 平凡 的 结论 ,这 类 结论 即使 从 常识 看 来 也 确定 无 疑 , 因 而 不 使 人 感 
兴趣 . 显然 ,一 个 结论 愈 超出 人 们 的 预想 ,就 愈 有 吸引 力 ;如 果 提 不 出 充分 的 理由 
KSEE ,那么 它 很 有 可 能 被 证 实 为 是 一 个 富有 价值 的 正确 结论 . 当然 ,结论 的 
真实 性 最 终 依赖 于 实证 资料 的 检验 . 一 个 富有 启发 性 的 模型 结论 即使 尚未 被 最 
终 证 实 , 也 可 看 作 是 一 个 有 意义 的 成 果 , 因 为 它 毕 竟 为 进一步 探讨 提供 了 一 
照 点 . 对 于 一 个 人 们 期 待 答案 的 问题 ,如 果 能 通过 模型 分 析 得 到 某 种 明确 的 结 
论 ,我 们 就 有 理由 相信 ,通过 进一步 完善 模型 ,一定 能 得 到 一 个 尽 可 能 正确 的 结 
ie. 

经 济 学 Cu EAE — d EWA GRE T USAGE SAME. 
SBE. 本 书 作 者 并 不 自 认 通晓 经 济 学 . 但 在 这 个 鼓励 探索 的 时 代 , 一 个 多 少 
熟悉 分 析 工 具 而 又 热 训 于 经 济 问题 的 学 者 ,如 果 不 决 然 深 入 这 一 一 奇妙 领域 作 一 
番 慨 意 的 漫游 与 不 无 艰辛 的 探索 , 那 就 是 最 大 的 遗憾 . 

与 本 书 内 容 相 关联 的 文献 甚 多 ， 已 择 其 主要 者 集 录 在 相关 章节 之 末 ， 以 便于 
读者 参考 . 本 书 的 大 多 数 模型 包含 了 作者 本 人 及 作者 所 在 的 “宏观 经 济 分 析 讨论 
班 ?成 员 的 工作 ,其 中 可 能 的 错误 则 由 作者 负责 , 作者 对 华中 科技 大 学 研究 宏观 
经 济 分 析 的 博士 生 讲授 过 书 中 的 大 部 分 内 容 , 其 间作 者 接受 了 不 少 修正 意见 ,在 
此 ,对 所 有 建议 者 表示 衷心 的 感谢 . 

在 本 书 的 写作 过 程 中 得 到 了 华中 科技 大 学 研究 生 院 的 鼓励 与 支持 , 谨 表 深 


作 者 
2004 年 10 月 





记号 与 约定 


A: 生产 力 参数 ,技术 水 平 . 

a. S. 一 几乎 必然 . 

B,b; 政府 债券 . 

B. 折 现 系数 (用 于 离散 模型 ). 

Cyc. 消费 ,成 本 . 

cov: 协 方差 ; cov': 期 条 件 协 方差 . 
CARA 一 常数 绝对 风险 厌恶 . 
CRRA 王 常数 相对 风险 厌恶. 

dR.: 资产 z 的 随机 回报 率 . 

du.: 对 变量 zx 的 随机 扰动 . 

Ax, 二 zx, — t: 一 阶 差分 . 

6: 折旧 率 ; 外 面 性 指标 . 

EE: 数 学 期 望 ; E,:t 期 条 件 期 望 . 

e, 通常 记 白 噪声 . 

FC), £C 通常 记 生 产 函 数 ;或 分 别 记 概率 分 布 与 概率 密度 函数 ， 
G: 公共 开支 ; 8: 公共 开支 比率 . 

gz: 变量 z 的 增长 率 . 

g:(z): 随机 序列 x. 的 生成 函数 . 

H: 人力 资本 ,Hamilton HR. 

I, 投资 . 

7 :单位 矩阵 . 

Li 至 时 点 上 为 止 的 已 知 信息 之 集 . 

i. 名 义 利率 . 

K,k; 物质 资本 存量 . 

L: 延迟 算 子 ,劳动力 » Lagrange 函数 ,就业 人 数 . 
L: 平方 可 积 函数 (或 平方 可 和 序列 ) 之 空间 ， 
M,m; 货币 存量 . 

N, AU. 

n; 人 口 增长 率 . 

ODE 一 常 微分 方程 ， 
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Pp: 价格 ,概率 . 

7; 利润 ,概率 ,期 望 通胀 率 . 

R: 实数 集 ; R";n HE Euclid 空间 . 
Ri: 第 一 象限 . 

Rm X n 阶 实 和 矩阵 之 全 体 . 
Res: W% 

r: KAR HBS R=1++r. 
2: 时 间 偏 好 率 . 

S.s: WE. 

SDE 王 随机 微分 方程 . 

sz(o) : 随机 序列 x, 的 谱 密度 . 
z= [os]: 协 方差 矩阵 . 

o: 相对 风险 厌恶 系数 . 
oux. 

T: 税收 ,时 期 ; t; 时 间 ,期 . 

vc BLS. 

U: 失业 人 数 . 

UC): 通常 记 效 用 函数 . 

VC. 通常 记 值 函 数 . 

Var :方差 ; Var': BREE. 
u,v,w: 通常 记 Brown 运动 . 

w: 工资 ,财富 . 

Y,y: 产 出 或 收入 . 

Z: 整 数 集 ; Z+ : 非 负 整数 集 . 
办 : 变量 x 的 期 望 增长 率 . 
z=1—2z,t=—2+1, FARA AS. 


m m! 
(") = atest Bn Do. 


a V b= max(a,b),a A b = min{a,b}. 
const :表示 常数 ,其 具体 数值 难以 或 不 必 写 出 . 
Vf; 函数 f 的 梯度 . 

Vf; 函数 了 的 Hesse 矩阵. 


器: 命题 或 结论 证 完 . 
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第 1 章 不 确定 性 下 的 选择 


本 书 所 考虑 的 随机 宏观 经 济 模型 ,简单 说 来 ,就 是 描述 在 不 确定 条 件 下 代表 
性 个 体 如 何 作出 决策 ,以 及 这 种 决策 的 宏观 经 济 后 果 . 所 有 模型 都 基于 如 下 基本 
假设 . ， 

(i) 经 济 运动 是 循 一 定 规律 随时 间 展 开 的 动态 过 程 . 一 旦 初始 条 件 给 定 , 过 
程 的 轨道 或 者 被 完全 确定 ,或 者 依 一 定 的 统计 规律 被 确定 . 

Gi) 决策 者 是 完全 理性 的 ,而 且 具 有 对 于 他 所 要 控制 的 过 程 的 完全 知识 ,并 
在 此 基础 上 依据 某 种 利益 最 大 化 原则 选择 控制 变量 . 

Gi) 有 关 过 程 的 信息 是 随时 间 逐 渐 展 开 的 . 

过 程 所 经 历 的 时 间 可 分 为 三 种 情况 :分 为 当前 与 未 来 两 期 ;经 历 离散 的 时 期 
t= 0,41, +200; 连续 地 经 过 某 区 间 ( 通 常 是 [0,ce) ) 中 任何 时 点 . 依 此 ,所 
研究 的 模型 区 分 为 静态 (或 一 步 ) 决 策 模型 .离散 时 间 模 型 与 连续 时 间 模 型 . 本 章 
考虑 的 静态 决策 模型 看 来 是 最 简单 的 ,但 它 是 构成 其 他 更 复杂 模型 的 基础 . 


1.1 状态 偏好 分 析 


状态 偏好 理论 是 法 国 经 济 学 家 Arrow 于 1964 年 提出 的 , 它 为 不 确定 性 下 的 
选择 提供 了 一 个 适当 的 描述 方法 ,因而 成 为 基于 风险 抉择 的 各 种 经 济 理论 的 基 
fl. 这 一 方法 对 于 风险 投资 决策 .劳务 决策 等 问题 的 应 用 ,已 被 证 明 是 卓有成效 
的 . 

依据 状态 旦 离散 或 连续 分 布 ,状态 偏好 理论 包含 两 类 不 同 的 模型 ,二 者 在 概念 
上 互相 对 应 ,但 其 数学 形式 与 研究 方法 则 颇 不 相同 . 下 面 主要 考虑 离散 状态 模型 . 


1.1.1 离散 状态 模型 


A. 模型 描述 

本 书 在 使 用 决策 者 一 词 时 ,总 认定 满足 如 下 条 件 : 

G)“ 他 ”作为 个 体 或 机 构 拥 有 对 一 定 事项 作出 选择 的 完全 权利 ; 

(i)“ 他 ”具有 完全 的 理性 并 对 于 所 关注 的 过 程 拥有 完全 的 知识 ; 

Gii)“ 他 ”以 完全 同等 的 身份 与 其 他 同类 决策 者 共处 于 一 个 完全 的 市 场 中 . 
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在 这 个 意义 上 决策 者 常 被 称 为 一 个 代表 性 个 体 . 
现在 设 某 一 决策 者 要 为 未 来 制定 一 消费 计划 . 这 一 决策 的 复杂 之 处 在 于 ,对 
于 未 来 的 决定 依赖 于 未 来 的 状态 ,而 未 来 的 状态 (在 目前 看 来 ) 是 不 确定 的 (此 处 
并 不 界定 状态 的 内 涵 ). 在 具体 问题 中 ,一 个 状态 可 以 是 一 个 包含 多 项 内 容 的 复 
杂事 件 . 例如 可 以 说 “天 气 好 , 某 商品 脱销 ,决策 者 健康 ”是 一 个 状态 . 但 重要 的 
是 ,不 同 的 状态 在 原则 上 应 能 确切 区 分 ,而 且 一 旦 时 候 来 到 ,一 个 状态 发 生 与 否 
能 够 明确 无 误 地 判定 . 设 全 部 可 能 的 未 来 状态 仅 n 种 , 记 为 i 一 1,2,…,n; 状态 i 
出 现 的 概率 为 , 它 被 看 作 决 策 者 的 主观 概率 . 于 是 向 量 立 = rm) 
RRA ;的 分 布 律 .个 体 拟定 一 个 消费 C 计 划 e — (ci,cs，… sey), 这 意味 着 ,个 
体现 在 就 决定 ; 当 未 来 出 现状 态 i 时 ,他 确定 地 消费 “对 应 于 消费 计划 “, 个 体 
的 期 望 效用 为 
v= $ rUe =m U, . a) 


HP U = (U(cD),D(c)，…U(c))7 是 个 体 未 来 的 效用 向 量 , UCO 是 个 体 的 效 
用 函数 . 在 本 书 中 用 到 效用 函数 UC) 而 未 作 说 明 时 ,总 假定 UV) ECR), A 
满足 条 件 

U'C)20, U'C)«0. (2) 
个 体 的 决策 目标 是 ; 在 一 定 的 预算 约束 (暂且 设 表 为 方程 Ke) 一 0) 下 ,最 大 化 
其 期 望 效用 v, 即 解 如 下 最 大 化 问题 ， 


| max v = SIU Cc), (3a) 


s.t. gc) = 0. (3b) 
在 数学 上 ,问题 (3) 是 一 个 通常 的 有 限 维 等 式 约束 最 优化 问题 . 
B. 最 优 性 条 件 
今 依照 标准 的 Lagrange 函数 法 来 给 出 问题 (3) 的 解 的 条 件 . TF Lagrange if 
数 
L = v(e) + àge), 
其 中 4 是 Lagrange HF, v CO 依 式 (1), 则 问题 (3) 的 解 c 应 满足 条 件 
VL=Vvley+av pe) = 0.. (4) 
向 量 方程 (4) 与 方程 we) — 0 联 立 ,通常 (至 少 在 原则 上 ) 可 决定 2 十 1 个 未 知 量 
€1502,***,6,,À, 因而 决定 最 优 消 费 计划 e = (6.007. 
条 件 (4) 有 很 简单 的 几何 解释 . 在 Ce, 62 ** Cn) 空间 中 ， V vee) 与 V Pe) 
分 别 为 曲面 v (c) = const 与 pc) = 0 的 法 向 量 . 于 是 方程 (4) 意 味 着 ,在 问题 


O 此 处 的 “消费 ”一 词 , 应 作 最 广义 的 理解 , 即 任何 为 个 体 带 来 效用 的 行为 :在 具体 场合 ,可 以 是 投 
次 .生产 等 等 . 只 有 这 样 , 才 可 将 本 节 的 模型 作 最 广泛 的 应 用 . 
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《3) 的 解 c 处 ,上 曲面 pfe) = const 5 ge) = 0 FAW. 
如 所 熟知 , ve) = const 就 是 所 谓 无 差别 曲面 . He 与 
c + Ae = (ct Ace + Ac)" 
在 同一 无 差别 曲面 上 , Ac 0, 则 ` 
0 一 AUC 十 Ac) — UCe,)] 


<aU’ Ce )Ac = V vle) - Ac. (用 函数 UC.) 的 四 性 )， 


这 表明 无 差别 曲面 总 在 其 切 平面 的 同一 侧 , 且 在 离开 原点 的 那 一 侧 (注意 v Ce) 
We 单调 增 ) ;因此 无 差别 曲面 凸 向 原点 ( 见 图 1. 1). 

车 约束 曲面 plc) = 0 MMA, c= c^ 满足 条 件 (4), 则 c" 是 曲面 ee) = 
0 5 vle) = vule) 的 唯一 公共 点 , 它 必 为 问题 (3) 的 解 . i 

以 上 分 析 指 明了 求解 问题 (3) 的 几何 法 ;在 高 维 情况 下 它 未 必 实 际 可 行 ,但 
至 少 有 助 于 获得 对 问题 的 直观 理解 


Vole) 






Neo 


v-const 





BLl — . ni 
C. 确定 性 直线 
HRMS BRERA IE GEH. TAE ENNI 
o = yo, € — (1. SD, (5) 


X yo 是 个 体 的 全 部 六， co 位 于 直线 c= = te co < t< eo) ;此 直线 称 为 确 
eee 
选择 co 忽略 了 状态 的 差异 , 当然 未 必 是 最 优选 择 ， 但 对 于 决策 者 仍 不 失 为 一 
个 重要 的 参照 . 因 v(co) =U) RAG). KG), 故 个 体 在 选择 6 B, vle) > 
U (so) 将 是 一 个 自然 的 约束 ,这 意味 着 最 优 解 < 应 在 曲面 0 Ce) = oleo) 的 上 方 ， 
今 设 限制 在 过 c, 的 某 直线 上 ， 这 意味 着 决策 者 须 解 以 下 最 大 化 问题 四 


m Saves | (6a) 


st, C= C tta, E a =e a 6b) 
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其 中 0 关 a € R",t 是 实 参数 . 直线 c = co 十 ta 称 为 个 体 的 预算 线 ( 见 图 1. 2). 令 


c= (a, sagst san)", 则 
PLEU +e) ]| = Dna" G0 = Gr WU yo), 


上 式 的 符号 即 .a 的 符号 . 这 就 表明 ,由 co 出 发 沿 预算 线 作 微小 移动 ,wv 的 变化 
方向 取决 于 .a 的 符号 . 若 r.a> 0, 则 从 ec 出 发 沿 预 算 线 朝 上 > 0 的 方向 移 
动 将 使 v 增加 ;车 TT :a <0 , 则 相反 . 注意 

V vle) = U'Cy)m, 
m 正 是 曲面 vC) = v(e.) TE c, 的 法 向 量 . RTL m - 7 0 与 ra<0 分 别 对 应 
4 t> 0 充分 小 时 ec 一 c + ta Hh E oe) = veo) 的 上 方 与 下 方 ; 车 :ra=0， 
TU co 就 是 问题 (6) 的 最 优 解 . 


1.1.2 连续 状态 模型 


A. 一 般 情形 

设 个 体 所 面 对 的 未 来 状态 x 可 能 取 任 何 实数 值 ?, 因 而 x 是 一 个 实 随 机 变 
E. 例如 , 工 可 以 是 某 种 商品 的 未 来 价格 ,或 者 资本 的 未 来 利率 ,或 者 个 体 的 未 来 
收入 等 等 .个 体 的 决策 问题 是 :选择 一 个 状态 相依 的 消费 计划 c = clr), 使 其 期 
望 效用 最 大 化 . <(z) 作为 随机 变量 x 的 函数 ,其 自身 也 是 一 个 随机 变量 ,以 
F (+) 记 其 分 布 函数 , 则 期 望 效 用 为 (对 照 式 (1)) 


v= | UCOdF(), (D 


U CO 仍 为 满足 条 件 (2)? 的 效用 函数 ， 式 (7) 表 明 "完全 取决 于 分 布下 一 FC), B 
而 个 体 的 决策 问题 可 描述 为 


| max v = [T UtdFO. — ^ ^ w 


st FES, (8b) 
多 是 某 个 分 布 函数 集 . 数学 上 ,问题 (8) 是 一 个 以 下 为 变量 的 最 优化 问题 ,通常 是 
一 个 无 限 维 问题 ,除非 对 的 选择 范围 作 严 格 限 定 . 对 于 一 般 的 Os 我 们 无 法 表 
述 问 题 (8) 的 最 优 性 条 件 ,更 无 从 求 其 最 优 解 | 
B， 正 态 分 布 情形 ， 
不 确定 性 次 策 问题 通常 依赖 于 大 量 微小 因素 的 共同 作用 ， 因而 正 是 中 心 极 
限定 理发 挥 作用 的 地 方 , 鉴于 此 ,在 问题 (8) 中 限制 F 为 正 态 分 布 是 很 自然 的 . 
BW fC) 记 标准 正 态 分 布 密度 ， E c~ NC), ij Cc — w/e — N(0,1),c 


O 更 一 般 地 ,xz 可取 任意 = 维 向 量 ,因而 是 一 个 随机 向 量 . 这 一 推广 并 不 在 本 质 上 改变 下 面 的 描述 . 
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的 密度 函数 为 o fL C+ — AD)V/c]. RAS 





v =f Ue) inc E) de =f U (p + oz) f (z)dz. 
在 这 种 特殊 情形 下 ,问题 (8) 可 表 为 
| max v = [^ UC + e) f Gode, (9a) 
s.t (e € D, (9b) 


RP DE (o,p) 平面 上 的 某 个 区 域 . 
SH (0,10 平面 上 考察 无 差别 曲线 vo, u) = const. A 


v, = | Ut ef G0ds > 0, (10a) 


Ue =f U' (p + oez)zf(z)dz 


=f + oz) — U' (p — az) Jz f(z)dz < 0, (10b) 
BM du/do = — v/v, > 0. 另 一 方面 ， 
2 diu dv, dv, 


v; doi do ^^ do 7 va do 


d d 
-| Usa 5 + vw) — | Veo 十 Ups $ 





=~ v, [| ay + 2o, E +ou] 
=— vf U"(p 十 oz) f(z)| lE- Jl + 223 du gt? Jae 


=- v| U+ oso E de 十 zj dz>0， (用 式 (10a)) 





可 见 无 差别 曲线 是 上 升 凸 曲线 . HK HROT ARH vleo = 0, Ht GE Fr 


=0, 3] R3 35 Sil AR AE I EA, iR OLB. 3). 
考虑 一 个 更 具体 的 例子 . 取 UC(.) 为 CARA 效用 函数 (参看 3. 3. 3B), 即 
1 


am0 


U (c) 一 一 wt (a > 05, 
则 依 式 (9a) 有 - 
= i — 1 --a(udoz) 1 一 z2/2 
v F a Je AC dz 





2 
g | | etg? 


1 [^ Ed a 
= — 一 一 一 — — 十 = E 一 一 一 一 Ja 
E exp| | FC Te 十 2 a u idz 


242 o ` 
=- — exp{ = — a y) f e^" dt 





.2 





6 宏观 经 济 的 随机 模型 








v=const 由 此 可 见 , 无 差别 曲线 v — const 可 写成 
2u = ao + const, 
这 是 Co, 10 平面 上 一 族 开 口 向 上 的 抛物 线 ( 对 照 
图 1. 3). 
车 不 对 D 加 特别 限制 ,问题 (9) 可 能 无 解 . 
l fH v 5 ou 的 依赖 关系 已 经 十 分 清楚 ,要 在 Co, 
图 1.3 /2) 平面 的 某 个 给 定 的 有 限 区 域 D. 内 确定 问题 
(9a) 的 解 ,并 无 原则 困难 . Dl n ER D ABH 
区 域 : 0< 0 xo XC 014 CBE n, MWA o o ROS 53. + EBX, WACO) 
Igi (uu. HBA x Nu), Rec ax d b, Wc NGp b, 





ate’); 与 c — NG4,9D ERIH a,b, 得 到 c == PUn — p) +m. 
o 
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1.2 风险 投资 


投资 的 回报 通常 依赖 于 未 来 的 资产 价格 ,因而 往往 带 有 一 定 风险 . 决策 者 的 
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目标 在 于 选择 适当 的 投资 组 合 ,以 使 其 期 望 效用 最 大 化 . 这 就 使 得 状态 偏好 理论 
成 为 一 个 合适 的 分 析 工 具 . 由 此 而 形成 的 投资 决策 理论 已 取得 系统 而 深刻 的 进 
展 , 本 节 仅 给 出 一 个 初步 的 分 析 ,更 进一步 的 展开 可 参看 有 关 专 著 ， 

下 面 的 讨论 主要 集中 于 离散 状态 情形 . 


1.2.1 离散 状态 模型 


人 和， 模型 描述 : 

RA m 种 资产 (不 妨 称 为 证 券 )i( 二 1,2, s m0, MRD pe 设 个 体现 有 
资产 为 yo 车 全 用 于 购买 证 券 i, 可 购 得 数量 yo/p;. 未 来 可 能 有 种 状态 (= 
1,2,…,n)， 当 状态 J 出 现时 ,一 单位 证 券 i 获得 收益 nus. PR x 

x; = (a5 Ling X) 
为 证 券 i 的 收益 向 量 ， 它 实际 上 就 是 收益 关于 状态 的 函数 个 体 的 决策 问题 是 : 
选择 购买 证 券 : 的 份额 6;， D8 = = 1, 以 最 大 化 其 期 望 效用 , 即 解 如 下 最 大 化 问 


题 : 


max v 一 SAVE), i (1a) 
j 

s. t c= (cj) 一 $16 oV DEN (1b) 

20 =], i (ec) 


其 中 T; SUC ) fin E35. 

车 以 c = 2/6 vp. dx, 代入 式 (1a)， 可 以 看 出 问题 (1) 不 过 是 以 0. 为 选择 
变量 的 普通 条 件 下 的 最 大 值 问题 ,只 是 目标 函数 略 显 复杂 . 下 面 作 某 些 形 式 上 的 
简化 .首先 ,不 妨 设 = 1 (这 至 多 改变 计价 单位 ). HKU x/ ps 它 完全 确 
定 了 证 券 i, 亦 可 称 之 为 收益 向 量 . TR om = n, EF, REIA 
则 ,例如 设 是 ，,… ,的 线性 组 合 , 则 可 认为 证 券 1 是 证 券 2,… ,n 的 线性 组 
会 ,因而 可 删 去 证 券 1). opido Mox. o 

-(Xeni3Ma-iho - a 

则 HjgRiHIXGsi« n) 生成 的 n—1 维 超 平面， 称 为 预算 超 平面 现在 可 将 问 
题 (1) 简 化 为 

max v = que E EM ay 


@ 尽管 状态 j 的 出 现 是 随机 的 ,收益 向 量 x 却 是 确定 的 . 这 表明 证 券 i 是 一 种 期 权 ， ERS j 
Hy SRY E eS A A eR RE ey 
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与 问题 (1) 不 同 ,现在 问题 (1)' 以 c HET. BE a = (wa) 是 五 的 法 向 
量 , 则 问题 (1)' 可 进而 写成 


| max v = D rU Cc), l (la) 
j 


s. t. e; = const, (ab)? 
原则 上 ,a 完全 可 由 向 量 T, X, 确定 ,只 是 其 表达 式 不 易 写 出 . 
观察 到 问题 (1)' 不 过 是 1. 1 节 中 问题 (3) 的 特例 ,由 1.1.1B 中 的 结论 直接 得 
B ixp cct 是 问题 (1)' 的 解 , 则 无 差别 曲面 vc) = vee") 在 点 ce" WH AOE 
面 . 
B. 某 些 结论 
G 状态 无 关 选 择 . 设 个 体 选择 co = tee 依 1.1 FR) Me Æ H SRE 
性 直线 的 交点 ( 见 图 1.4) ,因而 满足 
Dox 一 te， 16-1. (3) 
4 X == (iT), WX Em HY we KR 
(3) 相 当 于 
X0- te, eTO=1, 0= (0,,0,,---,0,)T. 
Hy HE 0 = X^ Ge),1 = tC X716), 因而 
= (eX e) te. (4) 
Gi) 无 套利 机 会 . 设 新 增 证 券 m — n + 1,5, 
=Xn/Pms WBA En € A, 这 个 限制 使 得 收益 向 


v(ce)=v(co) 





图 1.4 


BY, 不 能 任意 选取 . 
证 DX YM RPE XO-—X. 必 有 解 6 二 《01,9.;… ,0,)"， 只 要 证 e760 = 
$8 一 1. RR TEN, 则 用 标准 的 线性 代数 方法 可 说 明 ASI — Ge! nij it. G 
l c = X0 + 6,3, 
c' = X80 十 Ab) 十 (0, + 56,)x,,, 
其 中 9, 与 A8 = (A0,,-+,00,)7 HER eT (0 + A0) + 8, + AO, eTO 4-6, = 1, 则 
AC +e) = T! (c! — c) = T'OXA0 + X,50,) = 1X (AO + 056,) 
= TX(A8 — GeTA@) = T'XANO, 
E] XA urit ORE FED NIS t > 0, 总 可 选择 AO, (818 XAA0 = er, BW 
AC * €) — t|m|? — 0. 
这 表明 个 体 可 通过 持 有 证 券 的 小 量 调整 而 不 断 套利 . 一 个 完全 竞争 的 市 场 对 此 
mene 证 券 价 格 p; ANZ AARAREAF ARMAS. AS, 
“in BTM EM EAI. . … not a 
注意 以 上 结论 并 非 纯粹 的 数学 命题 ， 其 论证 依赖 于 -证 的 经 济 学 考虑 。 





PLE 不 确定 性 下 的 选择 9 


GD 期 望 回报 率 . 对 于 证 券 i, 定义 其 期 望 回报 率 为 
r= +B —1 =p (Dr ti). (5) 
ri 刻画 了 一 单位 证 券 i 的 期 望 相对 利润 , 仅 当 ;二 0 时 ,购买 证 券 1 才 是 有 利 可 图 
的 . 车 证 券 i 的 收益 与 状态 无 关 , 则 x; = pe, 此 时 称 i 为 无 风险 资产 . 对 于 无 风 
险 资 产 i, 显然 有 ri = 0, 这样 的 资产 称 为 货币 . 若 某 种 证 券 ; 的 回报 率 7; 由 零 增 
大 为 一 个 小 正 数 , 则 投资 者 必定 增 大 对 i 的 持 有 ,同时 必定 要 减少 对 货币 的 持 
d. 这 就 表明 ,货币 持 有 量 与 风险 资产 的 利率 负 相 关 , 在 较 高 的 利率 下 MESH 
至 完全 抛 出 手中 的 货币 . 投资 者 需要 一 定 的 货币 ,理由 之 一 就 在 于 ,一 俊 时 机 来 
到 ,即将 货币 用 于 购买 有 利 可 图 的 资产 . 这 就 是 货币 需求 的 流动 性 偏好 解释 , 它 
首先 由 Tobin(1958) 提 出 . 
C. 或 有 证 券 
这 是 Arrow-Debreau 引 人 的 一 个 虚拟 概念 ,这 表示 收益 向 量 为 单位 向 量 es 
(单位 矩阵 的 第 i 列 ) 的 证 券 , 这 种 证 券 未 必 真 实 存 在 . 赋予 或 有 证 券 i 一 个 理论 
价格 gj, 使 得 eye € H. 下 面 给 出 计算 g = (25,95, du)” WARK. 
G) $ Q = diag (qi .925°** sqa) ,86/9; = 27a, Das =1, W 
Q= XA, A-[aj] PA= e. 
于 是 q = Qe = QATe = QX "e 
= Q(Q7)™(XT)e = (XT) “Ie, (6) 
式 (6) 表 明 4 HER X. 唯一 决定 . 
Gi) $V, = q'x,V = (V, Vans VO, 则 
| V = (q X)! = Xfq, 
= XY. (7) 
注意 由 式 (6) 有 X'q — e, " V=e, 因而 实际 上 式 (6 与 式 (7) 完 全 一 一 致 ,只 
是 导出 方法 不 同 而 已 . 


1.2.2 连续 状态 模型 


A. 一 般 情形 

设 未 来 状态 工 是 一 个 1 维 随机 变量 .个体 将 其 资源 .y。 投资 于 安全 资产 1 与 
风险 资产 2, 其 份额 分 别 为 0 与 9 = 1 一 0. 资产 2 可 看 作 是 多 种 资产 的 某 个 组 
合 .资产 1 的 收益 与 状态 无 关 , 可 设 为 a9,4. 是 某 个 常数 . 资产 2 的 收益 与 状态 相 
依 ,因而 是 一 随机 变量 ,不 妨 设 为 (1 — 0)Y, T Ras e = ag + Ox 亦 是 一 随 
机 变量 ,其 中 a 与 2 AANA RSET SPUR SEE RAE H. | 以 FC) 
BSD PRÉC WEIER 9 
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v= F U Cc)dF (x). 


于 是 个 体 决策 问题 可 表 为 
{ max v= F U(la0 + 0x)dF (rx), (8a) 
s.t. 0+0=1. (8b) 


注意 与 1.1 节 中 问题 (8) 不 同 , 此 处 的 FC- ) 是 固定 的 ,并 非 由 个 体 选 定 . 
B. 特殊 情形 
4 Uc) =c, A 
v = E(a0 + Fx) — a0 + Op, p= Ex, 
于 是 问题 (8) 成 为 
max v — a0 + Op, 
s.t. OxÓ0zxl1. 
必定 max v = max (a, 4 , 可 分 为 以 下 三 种 情况 : 
G) # a< p, 则 max v = u, 个 体 选择 9 = 0, 即 全 部 投资 于 风险 资产 ， 
Gi) XP a — p, MW max v = a, 个 体 选 择 0 — 1, 即 全 部 投资 于 安全 资产 ; 
Gii) 车 a = p, Wj v = a+ Op = a FOLK THY MBE O. 
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广 商 雇用 一 一 定数 量 的 工人 从 事 菜 一 产业 ， 忆 基 在 出 入 产品 后 效 得 回报 (和 
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润 ), 而 回报 依赖 于 不 确定 的 未 来 状态 (如 产品 出 售 价 ). 这 就 表明 ,厂商 处 于 与 风 
险 资 产 投资 者 相 类 似 的 地 位 ;或 者 不 如 说 ,厂商 投入 人 力 资本 实际 上 是 一 种 风险 
投资 ;因而 必然 与 一 般 风险 投资 一 样 , 这 也 正好 是 状态 偏好 理论 应 发 挥 作用 的 地 
方 . 当然 ,劳务 交易 具有 更 特殊 的 形态 ,因而 需要 一 个 更 精细 的 理论 ;这 样 的 理论 
不 可 能 在 本 节 中 系统 展开 . 本 节 所 讨论 的 几 个 较 简单 的 模型 ,主要 用 于 初步 解释 
方法 的 运用 . 

在 本 节 中 ,我 们 总 假定 存在 一 个 完全 竞争 的 劳动 市 场 ,这 意味 着 ,其 中 有 大 
量 无 差别 的 厂商 与 工人 (在 本 节 最 后 一 个 模型 中 将 修正 这 一 条 件 ). 厂商 依据 其 
望 利润 最 大 化 原则 决定 其 雇用 策略 , 即 决定 其 状态 相依 的 工人 数 与 工资 率 ;然后 
依据 其 决策 提出 一 份 昭示 于 求职 工人 的 合同 . 而 工人 则 基于 自身 利益 的 考虑 决 
定 接受 或 拒绝 厂商 的 合同 . 鉴于 所 涉及 因素 的 复杂 性 ,存在 从 各 种 假定 及 不 同 角 
度 出 发 的 模型 是 很 自然 的 . 


1.3.1  Azariadis 模型 


Azariadis 是 最 先 考 虑 涉及 不 确定 性 的 劳动 合同 的 学 者 之 一 ,他 于 1976 年 提 
出 的 “ 隐 式 合同 模型 ”, 是 状态 偏好 理论 的 一 个 成 功 应 用 .- | 
A. 模型 描述 
假定 广 商 与 工人 同时 面 对 未 来 的 ?种 未 定 状态 j 一 1,2, ,n,n 之 2, 状态 j 
出 现 的 概率 为 zt. 无 论 现实 中 “状态 ” 星 现 的 面 狐 有 多 复杂 ,在 模型 申 总 简化 为 
用 若干 数量 指标 予以 区 分 . 在 此 处 ,状态 了 的 唯一 标志 就 是 未 来 的 产品 出 售 价 
bo 它 取决 于 市 场 ,不 妨 设 
0« bi b nx b. | a) 
(如 果 pi = ps , 状 态 1 与 2 自然 合 而 为 一 ,不 必 区 分 了 ). | 
为 突出 劳动 投入 的 作用 ,假定 厂商 的 生产 函数 ji) 仅 依赖 于 雇用 工人 数 / 
如 通常 一 样 ,假定 C+) 满足 条 件 : 
fc) >o, 7()< 0, 
l^ (0) = oo, f' (œ) — 0. (Inada 条 件 ) 
以 期 望 利润 最 大 化 为 目标 的 厂商 ,选择 状态 相依 的 工人 数 SS LEE w. 一 般 
来 说 ,高 产品 价格 促使 厂商 扩大 其 生产 规模 ,因而 由 条 件 (1) 推 出 4 hS 二 
L. 厂商 的 期 望 利润 为 


(2) 


V = Sale SG) — Ljw;]. (3) 


从 上 起 看 来 ,厂商 在 未 来 必 能 卖 出 自己 的 全 部 产品 已 包含 在 模型 假设 之 中 . 
工人 只 有 两 种 选择 ;依照 厂商 提供 的 合同 接受 一 份 工作 ,或 者 完全 失业 . 如 
果 工大 在 职 ,他 的 效用 完全 取决 于 其 工资 :U = UG UC) 满足 1.1 节 中 的 条 
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件 (2). 设 工人 能 接受 的 最 低 工资 为 w, AERE, Uw) 与 失业 工人 从 其 补贴 
以 及 休闲 中 获得 的 效用 已 无 差别 ;工资 降 至 we 以 下 ,工人 就 宁可 失业 了 ， 
厂商 在 作出 决策 时 并 不 确 知 未 来 状态 ,因此 一 开始 雇用 最 多 的 工人 数 L 
一 县 状态 7 出现 ,将 有 /一 /个 工人 被 辞退 ;选择 被 醉 退 者 是 随机 的 ,因而 每 个 
BAILARA U, 一 4)/4 的 被 辞退 概率 . 这 样 ,被 雇工 人 的 期 望 效用 为 


v= Xs [fuco 十 名 T AU w) | 
j n n 





= U (w) + LE! ym U Ge) — UGo)]. (4) 


存在 一 个 由 市 场 决定 的 最 低 效 用 水 平 v。; Hv 之 v。, 工人 必 不 接受 合同 . 因此 ， 
厂商 在 提供 合同 时 ,必定 要 考虑 到 o > w 这 一 约束 条 件 . 
综 上 ,可 将 厂商 的 决策 问题 表述 为 . 
| max V = Sin pf) — whs (5a) 


s.t. vw, vÅ). “ (5b) 

这 是 一 个 通常 的 不 等 式 约束 最 优化 问题 ,其 中 wA CJ xL 是 选择 变量 ,而 
pjQ x j x n) 与 wo,vo 则 由 市 场 决定 ,在 问题 (5) 中 假定 为 已 知 . | 

厂商 一 旦 依据 问题 (5) 决 定 了 4,w;, 就 形成 了 他 的 或 有 生产 计划 . 厂商 依 
此 计划 提供 一 份 单方 面 拟定 的 合同 书 向 求职 工人 宣布 ,使 工人 明白 被 和 雇 后 的 待 
过 与 失业 风险 . 工人 为 减 小 失业 风险 ,可 能 愿意 接受 一 个 较 低 的 工资 安排 . 愿意 
接受 厂商 条 件 的 工人 与 厂商 签订 合同 ;依据 合同 ,一 部 分 工人 可 能 被 解雇 ,这 一 
点 是 工人 在 接受 合同 时 已 心 知 肚 明 且 甘 冒 风险 的 . 

B. 最 优 性 条 件 

仍 用 1.1.1B 中 的 标准 方法 ,但 所 得 条 件 更 为 具体 . S 

AP ) 一 jw] + A — v), Co 依 式 (4)) 

AE WERI: 

nj! a - = pf d) — w; + AU Go) —U@)]=0 üsj«n,(62) 


T = nos P D) > wil ~ E DV w) ~ Uwd] = 0, (6b) 


ni he 448 TU'G)-0 üa«j«mn, (6c) 

Alu — vo) = 0. (6d) 
方程 组 (6) 包 含 2n+ 1 个 方程 ,原则 上 可 决定 2n 4- 1 RAEL wAn) 
5A 不 过 ,对 于 一 个 非 线性 方程 组 (况且 未 给 出 f SU 的 表达 式 ), 并 无 求 得 其 
最 式 解 的 一 般 方法 .因此 ,我 们 仅 满足 于 从 方程 组 (6) 推 出 茶 些 定 铂 结论 . 
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首先 , 4 一 0 的 情况 应 予以 排除 ,否则 从 方程 (6c) 得 出 二 0(1 碾 j 亿 nn), 但 
这 必 非 厂商 的 最 优 策 略 . 于 是 由 方程 (6d) 得 0 一 vo. 其 次 ,一 个 很 明显 的 结论 是 ， 
从 方程 (6c) 可 直接 推出 

Uw) —L/À Q&j&m 

与 状态 JER FES w=U' 0/2. 可 见 ,一 个 被 雇工 人 只 要 不 被 辞退 ,无 论 
未 来 状态 如 何 ,都 能 得 到 稳定 的 工资 w 这 一 结论 接近 于 现实 情况 :工人 承担 失 
业 风 险 , 但 并 无 减 薪 的 风险 ;从 一 个 工人 身上 获取 利润 降低 的 风险 完全 归于 三 
8i. 

WA LATE U =U Go) Uy = U Go) U' = U'Gw),T = 511; (平均 
雇用 工人 数 ). 以 w; = wl, /A — U' RAE COS) JE RR (6b) v = v, 得 到 

bU) —w—-(QU-UMU Qxj«m, (7a) 

U 一 | er i —1), 





pw (7b) 


Lo, = IU + Q, — DU.. (7c) 
Ka BH pL (0 xj «1 与 了 无关, 这 结合 式 (1) 及 FP Co 严格 单调 减 得 
出 : . . 

Dha Lee Shy. (8) 
其 次 , 联 立 方程 (7b) 与 方程 (7c) 消 去 11l, 得 


— Uo vo — Uo 


. U 
p (4) =w 一 ue r, U" 











=p; f U) +2 o > pf U) (x j « n). (9) 


4 go P7, 则 从 方程 (7a) 与 方程 (9) 解 出 


TEES -| 和 bo) A<ji<n), 





(10) 








将 式 (10) 代 入 式 (7c) ,得 到 一 个 仅 含 未 知 量 w 的 方程 : 


Ges ao rs} (w) = Saw an 
它 决 定 最 优 工资 w. Ji 8Obpgs- — 8 w > we, Jm LO <n) 依 方程 


(10) 随 之 决定 . 这 样 ,形式 上 可 以 说 已 经 “ 解 出 "了 问题 (5). 不 过 ， 方程 (10) 方程 
(11) 用 于 实际 计算 与 分 析 并 不 方便 ,除非 对 fC) SUC) 作 进一步 的 限定 . 

C. 失业 风险 

ABERL<LG<n), , 被 雇工 人 就 存在 失业 风险 . En 则 由 式 (8) 有 
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l, «Loa sc LS 可 见 失 业 风险 一 定 存 在 . 颇 出 人 意外 的 是 , n= 2 的 情况 更 复杂 
些 , 它 需要 一 个 更 细致 的 分 析 . | 

Bw. = 0, M4 — LO « j <an), 因此 失业 风险 不 存在 ; wo = 0 只 能 在 >” 
一 2 时 发 生 , 即 2 之 2 时 必 有 > 0. 

iE 用 反 证 法 . 设 某 个 三 二 1,,w > 0 是 最 优 工资 . 令 

T,=L1<j<n, B= /ww. 
依 这 个 新 的 雇用 计划 0275,09) ,有 
Vad ales) — Tm] = Dale Q0) — tw] 


> Viales@)—lel=Vs GARG) . 


AUO 十 771 4,1 [U@) —U(0)] = U@) = UCT )w) 


> Low) + [1 — Luo = v, (用 四 性 与 式 (7c)) 
这 表明 依 新 的 雇用 计划 能 保持 汪 宇 v. 并 能 提高 期 望 利润 ,从 而 严格 地 改进 了 最 
优 合 间 wt BHP. Boe = LO x m). g 


以 上 结论 的 直观 解释 是 : 若 工 人 愿意 接受 任意 低 的 工资 , 则 厂商 可 最 大 限度 
地 雇用 较 多 的 工人 ,在 7 = 1 出 现时 也 不 解雇 工人 ;工人 以 低 工资 为 代价 获得 了 
就 业 安 全 ,而 风险 集中 于 厂商 . 


1.3.2 效率 合同 


Azariadis 模型 的 一 个 主要 特点 是 容许 工人 存在 失业 风险 ,但 在 保住 工作 的 
情况 下 总 能 保持 不 变 的 工资 . 完全 可 以 设想 ,和 雇主 可 能 会 这 样 设 计 合 同 : 被 雇工 
人 总 能 保住 工作 ,但 只 能 得 到 状态 相依 的 工资 . 下 面 考虑 这 样 一 个 模型 . 

A. RARE 


现 将 厂商 决策 问题 (5) 修 改 为 
maxV 一 Bin AG) — ljw;],; (12a) 
s.t. v= »m[Utc) — HQ)0]Z vo. (12b) 


Hop rw OU C Sw 8181.3. 1 小 节 , c; = Lw;. 4 的 作用 类 似 于 p;, 但 
不 必 表 示 价 格 , 只 是 一 个 反映 技术 与 市 场 的 未 来 状况 的 参数 ,如 同 条 件 (1) 一 样 ， 
可 设 

<A <A « «x A, (13) 
1, 不 再 表示 雇用 工人 数 ,而 表示 一 个 受聘 工人 的 劳动 投入 (通常 指 劳 动 时 间 ), 因 
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而 cj 是 工人 的 收入 . HC) 表示 投入 劳动 而 给 工人 带 来 的 负 效 用 ,通常 五 (1) 与 / 
正 相 关 且 边际 负 效用 递增 ,因此 假定 | 
A'Cojy>o, A") >; 
H'(O) =0, H' (co) = co, 
注意 ,方程 组 (14) 通 常 是 成 本 函数 所 共有 的 性 质 . 问题 (12) 表 明 , 厂 商 如 此 设计 
为 求职 者 提供 的 合同 :合同 规定 被 雇工 人 在 状态 j 出 现时 应 投入 的 劳动 /) ET. 
资 率 为 w, 这 一 安排 ,一 方面 保证 工人 的 期 望 效用 不 低 于 vo 另 一 方面 则 保证 
厂商 获得 最 大 期 望 利润 . 因 不 存在 解雇 工人 的 问题 , 故 不 必 像 1. 3. 1 小 节 中 一 样 
考虑 某 个 与 失业 无 异 的 最 低 工资 wo. 
B. 最 优 性 条 件 
如 同 间 题 (5) 一 样 ,在 求 问题 (12) 的 最 优 性 条 件 时 ,不 妨 以 v = vo 取代 式 
(12) PW vu. 令 


L= Min[Afüj) — e; + AUG) — AH UD], 


(14) 





则 
nj! d = Af 0) — w; + AU' (cw; — AH' D = 0, (15a) 
ni! co + XU G) = 0 Q X js n. 15 


Ji REB (050 v =v, 一 起 有 2n 十 1 个 方程 ,它们 被 用 来 确定 Zn 十 1 TRE, 
wy x j sn) 5 A. 类 似 于 1. 3. 1B 中 的 做 法 ,求解 的 过 程 大 致 如 下 :首先 由 方程 
(15b) 得 出 | 

c; — U' 0/2 Be 
与 状态 无关. 这 恰 如 1. 3. 1 小 节 中 工资 zw 与 7 无关. 不 过 ,工人 的 状态 无 关 收 
A c 仍然 待定 . 其 次 ,以 4= 1/U' GC) 代 人 方程 (15a) 得 


9) 全 H'd)/f' ap 一 A,U' (c). (16) 
Al Fg 0) = POMH"QO) —~f"OHDM>0, 
QO) = 0, loo) co, ARA) 


Bk disk (16) RT PE — Hb A8 iH. 4; = 400 29 0. 然后 以 c= 二 cL) 二 4(c) 代入 等 式 v 二 
v, 得 到 关于 < 的 方程 : 

U(c) 一 DAC] = Ue. (17) 
Be Ty B17) RT ME — HAH c> 0, BHK L= LC) 得 到 最 优 的 劳动 投入 Ls 然后 
由 wj = c/L; 得 到 最 优 工资 率 w. 这 就 可 以 认为 已 解 出 问题 (12). 不 过 ,在 未 给 


HFC) UC) 5 AC) 的 表达 式 的 情况 下 ,并 不 能 得 到 2; wo; 的 显 式 表达 . 注意 
方程 (17) 与 方程 (11) 是 恰 相 对 应 的 . 
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C. 某 些 结论 
现在 从 式 (15) 一 式 (17) 推 出 某 些 定性 结论 ,这 些 结论 用 来 解释 劳动 市 场 上 
的 -一些 现象 是 有 启发 性 的 . 
O 由 式 (17) 得 出 工人 的 收入 为 
c 一 Urli[v + EH (D)]. (18) 
BUCO 是 严格 增 函 数 , 故 c 与 vo 及 期 望 “ 劳 累 负 效用 ” 正 相 关 , 与 状态 无 关 . 
GD 由 式 (16) 有 = 二 [AU(c)], 而 2) 是 严格 增 函 数 , 因 此 六 严格 与 
A; EWR. 这 就 由 式 (13) 推 出 
LaLe <L, 
wi > w, > ee D W, 
注意 ,与 问题 (5) 对 照 , 对 于 问题 (5) 尽 管 可 推出 式 (8) ,但 并 不 能 保证 h-i 过 如. 
Gi) 工人 收入 与 状态 无 关 , 而 劳动 投入 与 工资 率 成 反比 :要 想 提高 工资 率 ， 
就 必须 减少 工作 时 间 ,反之 亦 然 . 


1.3.3 内 部 工人 模型 


雇主 所 雇用 的 工人 中 ,可 能 有 一 部 分 特殊 工人 ,他 们 因 传 统 关系 拥有 一 定 特 
权 , 而 不 完全 为 市 场 法 则 所 支配 . 这 些 人 被 称 为 内 部 工人 ,而 其 余 的 工人 则 称 为 
外 部 工人 ,后 者 在 无 情 的 市 场 竞争 中 得 不 到 什么 保护 .内 部 工人 与 外 部 工人 的 划 
分 颇 接 近 于 中 国企 业 中 的 正式 工 与 临时 工 ,两 者 的 差别 是 众所周知 的 , 且 一 直 为 
人 所 诉 病 . 内 部 工人 与 外 部 工人 的 问题 颇 令 人 关注 ,已 积累 了 不 少 文献 ,特别 应 
提 到 Shaked 等 (1984) ,Solow (1985) 与 Gottfries(1992) 的 著述 . 现在 我 们 对 这 一 
情况 作 一 数学 描述 . 

A. 模型 描述 

总 体 上 说 ,内 部 工人 与 外 部 工人 的 区 分 是 明显 的 ;但 细致 的 界定 仍 可 能 很 复 
杂 ,一 个 形式 的 描述 必定 依赖 于 适当 的 简化 . 下 面 假定 内 部 工人 的 人 数 固定 , 工 
资 依赖 于 状态 ;而 外 部 工人 的 工资 与 雇用 数 都 是 与 状态 相依 的 . 这 样 ,厂商 决策 
问题 可 表 为 


| max V = Sin[A/fp — lwy — Lgs]; (19a) 


s.t. v= >) aU (wy) Su, (19b) 
j 


其 中 下 标 了 与 o 分 别 标示 内 部 工人 与 外 部 工人 ,记号 7,4; fC) UC) 5j v, 如 
同 问题 (12)， 4 一 六 十 和 与 状态 无 关 意味 着 ,厂商 有 责任 雇用 每 个 内 部 工人 ， 
而 不 论 未 来 状态 7 有 什么 变化 . 条 件 (19b) 意 味 着 ,厂商 的 工资 安排 必须 保证 内 
部 工人 的 某 个 最 低 效用 ;而 对 于 外 部 工人 ,厂商 却 无 此 顾 鼠 . 另 一 方面 ,从 激励 效 
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果 考 虑 ,厂商 也 不 能 任意 压低 外 部 工人 的 工资 . 过 大 的 工资 差距 ,对 于 具有 同样 
生产 能 力 的 外 部 工人 的 心理 承受 力 ,必然 是 一 严重 的 考验 . 因此 ,工资 woj wy 
通常 有 某 种 正 相 关 性 . 一 种 最 简单 的 关系 是 
w,-—qu; (0«q«l, 1<j<m, (20) 
更 一 般 的 关系 是 wu; = pwy) p (+) > 09+) « 0. 
B. 最 优 性 条 件 
nd 函数 


= 2 [LASUD — wryly — gl. gw + AU Cwi) ], 
则 问题 (19) 的 解 应 满足 条 件 ， 


ny? d = Af' U — qui; = 0, (21a) 
m, s = lh — ql + AU’ Cwi) = 0, (21b) 
EP ix js. 由 方程 (21b) 解 出 
Lj = q LAU (wn) — li], (22) 
代入 方程 (21a) 得 
| gw) £ wi! P (1 — 4701 + 397U' Qoi) = 9/A;. (23) 


d aR C23) ME — bf Hg wyj = 200, REAR (2228 18 L = Lj); RAK 
〈19b) 得 到 只 含 A 的 方程 


SoU (wD) = v. (24) 


#5 H8 JE (24) ME READS 0, Ww, CA) 与 L4COO 亦 随 之 确定 ,这 就 在 原则 上 
完全 解 出 了 问题 (19). 注意 ,方程 (24) 可 与 方程 (17) 或 方程 (11) 相 对 照 . 
c. 某 些 结论 
利用 式 (21) 一 式 (24) ,可 得 出 某 些 定性 结论 ,其 中 一 些 结论 可 与 1.3 2 小节 
中 的 某 些 结论 相对 照 . 
G) A, 的 影响 . E e CO 依 式 (23), 则 
w'g' (1o) = Ag^ wf" (QU"Qw) — fi), 
其 中 ! 0 — ql + AqUU'! GO). 车 g 很 小 , 则 不 妨 设 g'(*) > 0, 因而 
wig (q/A;) 
与 Aj 负 相关 . BAH U' CO 严格 单调 减 及 式 (22) 知 , /与 Aj 正 相关 .于 是 
从 式 (13) 得 出 
la < lop x eR b, 
wn > Wp s um. 
这 与 1. 3. 2 小 节 中 的 结论 是 类 似 的 : 较 高 的 生产 力 对 应 较 高 的 雇用 外 部 工人 数 
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与 较 低 的 工资 ;生产 力 的 提高 对 于 内 部 工人 并 无 好 处 . 


GD q 的 影响 . 将 式 (23) 改 写作 


Ajf Uj) = qui; 





两 边 对 q 求 导 得 
"n i À 1 A n wi; Quir; 
Af ao —OGU Gu) + FUNG) 3! |= wta 
由 上 式 结合 式 (22) 解 出 
dur; qui; 十 AL") 





a — AAf"Q)U"Gwi;) — q^ 


因此 , 当 g 充分 小 时 , 3w1/99 <0. 类 似 地 ,从 式 (22)、 式 (23) 求 出 


dl; — qi; + Aw, U” Cwi) 
à AAU" w) 一 9 








故 当 4 充分 小 时 有 auVa9g <0. 这 表明 ,如 果 外 部 工人 的 工资 相对 偏 低 , 则 进 一 
步 扩 大 工资 差距 将 提高 外 部 工人 的 工资 ,同时 也 加 大 外 部 工人 的 数量 . 
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第 2 章 离散 时 间 随 机 模型 


在 最 一 般 的 意义 上 ,任何 经 济 变量 (如 消费 .投资 . 产 出 等 等 ) 都 可 看 作 随 时 
间 :演进 的 随机 序列 , 即 所 谓 经 济 时 间 序 列 . 这 只 是 一 个 平凡 的 事实 ,说 出 这 一 
点 并 无 深意 . 但 要 使 随机 序列 成 为 描述 经 济 系统 的 有 效 工 具 , 就 必须 指出 ， 

(i) 描述 给 定 经 济 变量 的 随机 序列 z, 服从 哪些 规律 ? 

Gi) 同一 经 济 系统 中 不 同 的 经 济 变量 zx,,y, 等 的 相互 关系 服从 哪些 约束 条 
件 ? 

对 这 些 问题 的 解答 ,通常 基于 某 个 离散 时 间 形 式 下 的 随机 最 优 决 策 问题 . 关 
于 决策 问题 的 最 优 性 条 件 导向 一 组 随机 差分 方程 ,有 关 经 济 系统 的 演进 规律 的 
结论 则 由 对 所 得 随机 差分 方程 组 的 分 析 得 出 . 因此 ,从 数理 分 析 的 角度 看 ,关于 
离散 时 间 随 机 模型 的 理论 ,无 非 是 特定 背景 下 的 随机 最 优化 与 随机 差分 方程 理 
ib. 鉴于 此 ,本 章 首 先 概括 地 给 出 有 关 随 机 序列 与 随机 差分 方程 的 基本 知识 , 然 
后 将 其 运用 于 各 种 具体 的 经 济 模型 . 


2.1 随机 序列 


在 最 一 般 的 意义 上 ,任何 一 列 随机 变量 zw (GE Z) 都 称 为 随机 序列 , 亦 即 离 
散 时 间 的 随机 过 程 . 但 仅 当 限制 x, 具有 特定 性 质 时 ,才能 对 它 作出 某 些 有 价值 
的 结论 . 依据 一 般 随机 过 程 理论 ,可 以 限定 r 是 平稳 序列 .Markov 序列 等 等 . 从 
用 于 经 济 模型 的 角度 考虑 ,我 们 将 主要 考虑 限定 zc 为 平稳 序列 的 情况 . 主要 关 
注 长 期 趋势 的 宏观 经 济 模型 ,核心 问题 是 在 一 定 均衡 状态 下 诸 经 济 变量 的 行为 ， 
而 这 正 是 平稳 序列 能 起 作用 的 地 方 . 本 节 概 述 有 关 的 基本 概念 .术语 与 结果 ,其 
中 大 部 分 内 容 是 标准 的 ,其 详细 讨论 见于 流行 的 随机 过 程 著作 . 

以 下 zy 等 总 记 实 随机 序列 . 


2.1.1 平稳 序列 
若 随机 序列 z,(t € Z) 满足 以 下 条 件 : 
La A Ex, = const, R,(k) 2 EG) (1) 


MAG RCE Z2 有 关 , 则 称 xz, 为 平稳 序列 . 这 种 序列 用 来 描述 已 进入 稳定 状态 但 仍 
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存在 随机 波动 的 发 展 过 程 ， 

A. 相关 函数 与 谱 

以 下 设 zx, 是 给 定 的 平稳 序列 , AGRA 依 式 (1) ,二 者 分 别称 为 ”的 均值 
与 相关 函数 . 直观 上 ,函数 RCO 描述 了 序列 c 在 不 同时 间 的 相互 关联 . 利用 
R.CO 可 标准 地 定义 如 下 两 个 函数 9 


g.G) = JIR G), (2a) 
k 
s, (w) = g,(e“) = SIR, ke, (2b) 
k 


二 者 分 别称 为 平稳 序列 c, 的 生成 函数 与 谱 密度 ,习惯 上 称 变量 o 为 频谱 .生成 
函数 g.(z) 通常 是 某 个 包含 单位 圆周 在 内 的 区 域内 的 复 解 析 函 数 . 若 RICO € 


LS ÀI IRO |< co) , WR (2b) BE [ol Se EW AKK, A 
sCO € LE nar] PROEL >) RA) | < co) , WSR (2b) did 


对 并 一 致 收敛, 因而 s. CO € CR). YRC) 不 满足 以 上 条 件 时 ,在 广义 函数 的 
ELL BALO E s CO 依 式 (2) 依 然 有 定义 . 

值得 强调 指出 的 是 , n CO 5 ss CO 完全 由 相关 函数 RLCO 决定 ,它们 并 不 
包含 关于 序列 zx 的 新 的 信息 . 而 且 引进 gx(.) 与 s,(*) 这 两 个 殉 数 ,明显 地 带 有 
人 为 性 质 ; 无 论 g,(*) 55.6), 与 x, 的 联系 似乎 都 不 及 RC:) 那样 直接 .但 从 刻 
E x, 的 效果 来 看 , RICO Lg CO 与 s(,) 这 三 个 函数 确实 各 有 优点 ,因而 都 是 需 
要 的 . | 

下 面 列举 函数 RICO. g.CO 与 5s.《*) 的 一 些 主要 性 质 . 

CO 对 称 性 . 直接 由 定义 式 (1) 与 式 (2) 推 出 l 

| R,C— k) = R, (k),  g.(7D = gz), (3a) 


s,(— w) = 5, (w) = R,(0) + 2, R,(k)coskw. (3b) 
k=1 


这 表明 , RC) 5 5, CO 是 偶 函 数 ,而 eC 则 在 某 种 意义 上 关于 |z| = 1 HR. 
Gi) 有 界 性 . 由 不 等 式 |E(ziz)1  EzEz? 得 

IR, GO |  R,C0 = o + 2’, (4) 

其 中 方差 0$ 2 Dr 与 1 无 关 . 由 RICO 有 界 可 推出 ,函数 g,(z) 至 少 对 |z| <1 

有 定义 . 一 般 来 说 , 当 & 一 ce ht R O 下降 愈 快 (这 意味 着 z 的 相关 性 随时 间 跨 

度 增 大 而 衰减 愈 快 ), 则 e. C0 55 s CO 的 性 质 就 愈 好 . 若 仅 除 有 限 项 外 ROO = 


O 依 标 准 的 数学 术语 ，gz(z) 与 sc(w) 分 别称 为 函数 RC) 的 z PRY Fourier FR. 只 要 
DIR «oo. 在 均 方 收 敏 的 意义 上 gz(z) 与 sz(w) 分 别 在 |z1 = 15 le] Sr EAE X. 
k 
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0, We.) 5 s CO 分 别 为 有 理 函 数 与 余弦 多 项 式 ， 
Gii 反 演 公式 . Rk) 可 由 COO KR gC) 唯一 决定 : 


Reb) 一 二 | sedo (Sa) 
= oi g (z)z * dz (5b) 
1z| 一 1 
_ 1 i-a 
= oni | g.GOz* !dz. (5c) 


1z =1 
式 (2b) 与 式 (5a) 表 明 ERE R C) 5 sC) 互 为 Fourier 变换 ; 式 (2a) 与 式 (5b) 表 
Bj. R,Ck) 正 是 gi(z) W Laurent 展开 式 的 Laurent AM. 式 (5a) 可 等 价 地 写成 
Rk) = 1 if s,(w)cos (kw) deo, (5a)! 
特别 » k = 0 得 
o + = > ES (w)dw, (6) 
可 以 指明 s,(w) 之 0. 4 p, = 0 sist (oie 出 方差 c: 的 一 个 分 解 ， 
B. 联合 平稳 序列 
设 zx,,y, 是 平稳 序列 . E 
R,,(k) 2 ECG,y (7) 
仅 与 有 关 , 则 称 c Sy 为 联合 平稳 序列 . 式 (7) 意 味 着 ,，z, 与 y 的 相关 关系 处 
于 不 随时 间 变 化 的 稳定 状态 ,这 正 是 对 宏观 经 济 变量 作 均 衡 分 析 时 所 要 设 定 的 . 


由 式 (7) 所 定义 的 函数 Ra C) 就 称 为 z, 与 y MRK BR. B RaC RAK 
RC), 就 得 到 上 段 中 诸 概 念 与 公式 的 相应 推广 . 首先 ,相应 于 式 (2), 令 


| E) = DR, (Adz, (8a) 
k 


Say (w) = Bry (e) = DR eM, (8b) 


二 者 分 别称 为 rz, Sy, 的 互生 成 函数 与 互 谱 密 度 . 相应 地 , 式 (3) 一 式 (5) 分 别 有 
如 下 推广 : 


le k) = RR), girlz ) S By (2); 


(9) 
S, C€— w) = 5,,(@); 
[Ray Ce) |* < RCO)R,(O) 5 (10) 
Rk) — d. [ ss netto (la) 
-i | Bry(z)z* dz (11b) 
Iz!l=1 

— 1 -1 一 id 

= oni | gaz 2 dz. (11e) 
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A EXER 2E SURE px uA y. WRC) 5 s,CO 未 必 为 偶 函 数 ; sC) 未 必 为 实 
PRX. EAR s, C ZO. 

式 (8) 与 式 (11) 为 计算 Rok) 提供 了 如 下 方法 . 

(i) Laurent 级 数 法 . 式 (8a) 表 明 , Ra) 正 是 函数 ga) 的 Laurent 展开 
式 的 系数 . 若 能 通过 某 一 途径 获得 g,,(z) 的 Laurent 展开 式 , 则 Ra Ce) 便 随 之 得 
H. 

Gi) 留 数 法 . 由 留 数 定理 及 式 (11b)、 式 (11c) 有 

Ra (k) = NRes[g. G2] (12a) 


= Res[g, G7 )2^7!], (12b) 
FL EUSCROS PRÉC gay G0z 77! OTR 2a) MK gs (E02 (对 式 (12b)) 在 |z| 
二 1 内 的 所 有 奇 点 取 的 , 用 式 (12a) 还 是 式 (12b), 由 2. GO. 的 表达 式 依 方便 选 
定 . 
以 上 方法 当然 亦 可 用 于 计算 ROO, BA RC BERAR, RGA BR DO. 
C. 正 交 性 
如 所 熟知 , 若 随机 变量 zx,y 满足 E(zy) = 0, Wie 5j y FROM x 5 y AR 
相关 ). 相应 地 , 若 随 机 序列 zy 满足 条 件 
E(ny)-0 Ots EZ), 
则 称 x, 与 y, 为 互相 正 交 的 序列 . 显然 ,平稳 序列 x, 与 y. 互相 正 交 的 充 要 条 件 是 
Ry k) 9x 0. 车 与 y 是 互相 正 交 的 平稳 序列 , 则 
EL Cr, + y) Gy + yr] 
= E (rr) + EG.) = Rk) + R,CR). 
这 就 得 到 
Rart, (k) = R-k) + RO, 
Bay QD 一 gr(z) + g,G), 
ssi, C0) = s C9) + s C9), 
Pa = Oto, CGE a = 0 = p). 
更 一 般 地 A zx,,y,,u,v, EFRI m 与 % 互相 正 交 , 与 v, 互相 正 交 , 则 
Reatooto k) = Rak) + Ros(k), (14) 
RF gO) 5 5CO 的 类 似 公 式 是 明显 的 ,不 必 一 一 列举 . 式 (13) 与 式 (14) 表 明 ， 
正 交 性 导致 简单 的 加 法 公式 , 正 是 这 一 点 使 得 正 交 性 成 为 一 个 极 有 用 处 的 假设 . 
涉及 正 交 性 的 问题 通常 联系 于 Hilbert 空间 LO), 其 中 2 是 基本 的 概率 空 


(13) 





O 给 定 概率 空间 (如 ,多 ,P) ,人 上 所 有 平方 可 积 随机 变量 构成 一 Hilbert 空间 L, 其 中 的 内 积 
E XJ Gy) = Elzy), W r | y e EGy) = 0. 
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间 . 若 x, 与 y, 是 互相 正 交 的 平稳 序列 , 令 

X = span{z,:t€ Z}, Y —span(y:t € Z}, 
其 中 对 AC L'(O2) ,span A 表示 A /EIRS PIT s 8], JU] X. 5; Y ELO 的 闭 子 
zs [B] HH HIE AE. E u =v, + yov, € X, Wl v VA u EX EBIEBUE FR o 为 
序列 u 对 序列 z 的 投影 . 这 些 术 语 是 基本 而 常用 的 . 


2.1.2 随机 序列 的 变换 


给 定 平稳 序列 u, 如 何 用 它 构成 新 的 平稳 序列 n. 以 达到 某 个 预定 目的 ?下 
面 提出 一 个 标准 的 构造 模式 ,从 形式 上 看 , 它 无 非 是 对 随机 序列 作 一 定 的 线性 变 
换 . : 

A. FRAR 

分 两 种 情况 考虑 . 

O 特殊 情况 . 给 定 平稳 序列 u 与 多 项 式 Ble) = Jbz (一 般 是 无 穷 的 )， 
令 Lia, = Us; Cts j € 之 , 称 L 为 延迟 算 子 ) ,定义 

x, = Bu ô 2150; G€2, 
(SE LOG ISO. 直观 上 ,可 以 认为 r ou, 的 一 个 “移动 加 权 平 均 ”, 权 
数 就 是 5. 由 直接 计算 有 
p, = Ex, = J bitus 


Rk) = J bb;R G — j + k), (15) 


Rik) = >) bjRu(k — j). 


这 表明 x, 是 平稳 序列 且 与 u 是 联合 平稳 的 . 利用 式 (15) 易 求 得 





a(z) = B(z)B(z 1)g,(z), (16a) 
{ s,(w) = |B(e") |*5, (9) ; (16b) 
EG) = Bez)g, (2), (17a) 
| Su (w) = B(e ")s,(o). (17b) 
利用 式 (17b) 可 反 演 出 (对 照 式 (5)) 
b =h., =O edo (18a) 


O 虽然 本 书 并 不 涉及 收敛 性 的 严格 讨论 ,但 收敛 性 无 疑 是 重要 的 . TE HH BCL) = D bL 时 ,通常 
ABLE RD) Ca >153) 收 敛 , 这 就 使 得 ,至少 当 wssxo 时 ,BCL)w 一 we>) 忆 总 是 有 意义 的 .特别 地 ,在 运 
用 展开 式 (1 一 MD)-:= D SAL ee LUIS A LA dE ed 1. 
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B(z)z "dz (18b) 


iz|=1 
| Sga | BEDE Me | (18c) 
Gi) 一般 情况 . 设 wy,w 是 互相 正 交 的 平稳 序列 ,定义 
x, = AlL)u, + BCL)v,, 
b = C(L)u, + DGJv,, 
其 中 ACL), B,C) 5 DOO AEDA. > a, = ACL), WEE bcdi 
则 a,.6.¢.4, 均 为 平稳 序列 , 且 易 验 知 a 5j bud, EX, c 5 6 d, ER, FREAK 
(13) 与 式 (16a) 有 


gxi(z) 一 4(z)4(z Dg, GO + BG)BG 1)g,(z), (19a) 
g,(z) = CG)CG Dg, G) + DG)DG g.e). (19b) 
其 次 (用 式 (14)) 


840 = Balz) + guile). 
TH a, = ACL)u, = ACL)C(L) c FRAT A 
Bac(z) 一 4(z)C(z) !g. GO 
二 A(z)C(z)-1C(z)C(z-!)g.(z) (用 式 (16a)) 
=A(z)C(z ')g,.(z), 
对 gu GO 有 类 似 结 果 . 于 是 得 
£C = A(z)C(z Dg, GO + BGODG Dg. G), (20a) 
| swy(w) = A(e™™)C(e)s,(w) + Ble”) De), w). (20b) 
# BC+) = 0,C(*) = 1,D¢+) = 0, 则 式 (19a)、(20a) 分 别 与 式 (16a)、(17a) 一 
致 ,只 是 字母 B 换 成 了 4. 
B. ARE 
有 了 上 面 给 出 的 变换 方法 之 后 ,人 们 的 下 一 个 目标 就 是 寻求 某 个 充分 简单 
的 平稳 序列 ,使 之 能 成 为 通过 适当 变换 得 出 一 般 平 稳 序列 的 基本 构 块 . 所 谓 白 噪 
声 正好 用 于 这 一 目的 .车 随机 序列 s WE Ee, = 0, E (&e;) = 010,0, > 0,0, EM 
t? BB Kronecker 记号 , 则 称 e, Jy ERR ER. 
若 未 加 说 明 ,今后 es 总 记 某 个 给 定 的 白 噪 声 . 直观 上 ,和 白 噪声 是 分 散在 各 个 
时 点 上 且 互 不 相关 的 随机 冲击 ,各 个 冲击 有 同样 的 均值 零 与 方差 ot. ARE W 
和 平 有 极 简单 的 结构 ,但 其 样本 仍然 可 能 是 高 度 不 规则 的 ; 唯 因 如 此 , 它 才 可 能 用 . 
来 构造 呈现 高 度 不 规则 性 的 其 他 随机 序列 . 而 从 Hilbert 空间 的 语言 来 说 , e/o. 
是 一 标准 正 交 系 ,这 一 事实 正 是 白 噪声 的 优势 所 在 . 对 于 e 函数 R.(*) Gel) 
极其 简单 : 
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R.) =o, Rk) = 0 (k #0), 
(21) 


ge(z) = sCo) = ot. 

就 白 曲 声 本 身 而 言 ,已 无 进一步 讨论 之 必要 .真正 重要 的 问题 是 ,如 何 利用 

白 噪声 来 表示 一 般 的 平稳 序列 . 对 这 一 问题 的 彻底 解决 就 在 下 文 , 此 处 预先 作 一 
些 准备 . 设 BG) 一 25s, (bj) CLZ), Bj 


x = B(L)e = >) bje- (22) 
是 一 平稳 序列 , 依 式 (16)、 式 (17)、 式 (21) 有 
gxz(z) = &B(z) Be"), 
s,Co) = |B") |*, 
Ba) = at BG), 
S4 (o) = of Ble). 
与 式 (22) 相 联系 的 一 些 术语 被 广泛 使 用 : 若 z, 被 表 为 式 (22), 则 称 式 (22) 
为 zx 的 移动 平均 表示 ;车 Bz) 是 nn 次 多 项 式 , 则 称 xc 为 n 阶 移动 平均 序列 或 
MA (nn) 序 列 ,也 称 x, 服从 MA GO 模型 ,反之 , 若 
Alr, = 6, A) = Pa, (24) 


JU ERA C240 28 zc, 的 自 回 归 表 示 ; 当 AZ) Hn KERA, R r An HABA 
列 或 AR Cr) 序列 ,也 称 x, ARM ARC» ) 模 型 .MACn FASS ARC n ) 序 列 是 经 
济 时 间 序 列 的 常用 形式 . 车 z, 表 为 式 (22) ,多项式 B(z) 的 零点 沸 位 于 单位 圆 之 
外 , AG) = 1/B (2), W AGOx ARLE ADs, = €. 由 此 可 见 , 在 一 定 条 件 
下 ,平稳 序列 的 移动 平均 表示 自动 地 引导 出 自 回归 表示 ,反之 亦 然 . 常见 的 经 济 
时 间 序 列 往 往 兼 有 移动 平均 表示 与 自 回归 表示 .今后 在 必要 时 总 假定 这 两 种 表 
示 均 存在 . 

上 面 指明 了 白 品 声 的 移动 平均 必 为 平稳 序列 . 一 个 深刻 得 多 的 结论 是 ,上 述 
事实 的 某 种 道 命题 也 成 立 , 这 就 是 下 面 的 表示 定理 . . 

C. 表示 定理 (Wold ,1938) 

设 z, 是 任 给 的 平稳 序列 , 则 存在 白 品 声 s 及 与 8 正 交 的 平稳 序列 wx 及 
BCL) = >) bU, 使 得 

xz, = B(L)e +u GEZ), (25) 

B (05) C L4) EE (lez X, X, = span(z; : jsts) ix, — 2 d& m 4E Xi 上 的 
正 交 投影 . 

RODRA z, Wold 表示 ,其 中 BODe, 5 u, 分 别称 为 r 的 “不 确定 部 分 ” 
与 “确定 部 分 ”. 车 三 0, 则 说 序列 zx, 是 纯 不 确定 的 . 因 表示 定理 的 证 明 颇 长 ,下 
面 只 给 出 了 主要 的 证 明 步 又 . 


(23) 
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证 AE y = 0. UP, id Hilbert 空间 L 到 其 闭 子 空间 X HIER 
影 , 令 e 一 工 一 忆 zi 

Ci) Jr3538 3T. S X? = span(z;: @— n) <j St}, U xr W n Æ Xi 上 的 
正 投影 , 设 之 一 5 ates 用 x, 的 平稳 性 可 验 知 a 与 上 无 关 . V 000, Xn 
充分 大 ,使 得 有 y © XL, 满足 

Ely — Pzx|’ «8, 
Ely — z| « Ele]? + 2. 
因 y 一 zf 与 zi 一 ZZ? 正 交 , 故 由 勾 股 定理 有 
Ely — r|? = Ely — z|? — Elz, — zt |? < Elali + 0? — E|el? = 6’, 

于 是 

(E|z? — Piz, |? S (Ela? — yD + (Ely — Pax |?) « 26. 
这 表明 当 n — oo BE a? > Pax GEA 90. 

Gi) ike AAR. pst NIB ec Xt CXE He, € X, HEM Eco) = 
0. HK, 





Ee, = lim E(x, — z7) = 0; 
Ee? =lim E(z, — 2")? = Ex? + lim EClz? |? — 22,27). 


=R,(0) + lim[ SJ atajR,G — D — 2 >) aR.) | 
n isj=1 j=1 


与 + 无 关 , 故 & 是 白 噪声 . 
Gii) WE xz, 5j e 联合 平稳 : 
E(&z, ,) = lim E[Gr, — 27) a4] = Rk) — lim 3 a2 RCj — k). 


j=l 


v) 证 分 解 式 (25) 成 立 . 令 5; = Rael GE 0), M bo, ER c, 关于 标准 
正 交 系 (e_-i/ae :7 之 0) 的 Fourier 系数 . 由 Bessell 不 等 式 , 必 定 (6;} € LZ). 
SBL) = D b, WW BOOS ABM, B u = x, — B(L)s 为 平稳 序列 . 

Q 证 u 5 e EX. Est, WU] 


E46) = E(x.) — DbEle je) = oib.., — otb, = 0. 
j=0 


车 s 诗 1, We € XA, itu, € X,, 故 亦 有 Elwe,) = 0. 
(vi) 证 ww € X.V s € Z). B u € X, Hu € XX,, 今 只 要 证 € X... 
X, = span(X,_,,2,) = span(X,.,,¢,}, MA u =v + Ae,v € X. 于 是 
Acl = E[ Cu, — v)e,] = 0, 
由 此 推出 人 一 0, MAI «s € X, 即 所 要 证 . L] 
必须 强调 指出 , 依 定 理 证 明 中 所 用 的 记号 ,有 & m xn — Pos AM e B x 
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唯一 决定 . 如 果 预 先 任意 给 定 白 噪声 6, 然后 依 式 (22) 构 成 序列 =， 则 式 (22) 未 
必 是 x, 的 Wold 表示 . 下面 可 以 看 到 ,一 般 的 移动 平均 表示 未 必 能 起 到 Wold 表 
示 的 作用 . 


2.1.3 预报 


给 定 平稳 序列 z,, fiii X, = span(z; : jt), 可 以 认为 , 义 , 包 含 了 由 序列 
Zz 所 决定 的 直到 时 间 :为 止 的 信息 . 以 P, 记 到 XX, 上 的 正 投影 . Bi Hilbert 空间 理 
论 , Pitas 是 xus 在 X, PORE PX 作为 xus 的 某 种 估计 量 或 
预报 值 ,是 很 自然 的 , 称 为 k 步 最 小 二 乘 预 报 . 可 以 设想 ,在 已 知 到 :时 信息 的 条 
件 下 ,对 xus 所 能 作 的 最 好 估计 就 是 Por. 

A. 公式 

首先 给 算 子 P 一 个 更 直观 的 解释 . 以 E, 记 在 到 :期 为 止 所 知 信息 的 条 件 下 
的 条 件 期 望 . 现在 作 以 下 假定 . 

假定 ”Ez,(V s ED ETUS O HREBR. 

这 意味 着 ,决定 Ez, 时 , 仅 用 到 工 在 时 间 t 及 以 前 的 状态 , 且 Er, 线性 地 依 
MTX LARS. 可 以 认为 ,上 述 假设 对 经 济 时 间 序 列 是 合适 的 , 今 用 以 上 假定 
建立 基本 公式 

Ex, = Po, (t, € Z). (26) 

证 Rts € Z. 因 有 分 解 

Ti = Ex, + (2, — Ec) 
R Ez, € X,, KREWE z, — Ez, € XH.Y iC, 有 
E[zj(z; — E,z,)] = E(z;z) — E(zE,z,) = EE, rjz) — EE, Gr) = 0, 
这 正好 表明 了 zx 一 Ez, € XA . LJ 

基于 式 (26), 现 在 可 将 预报 Pic. 看 作 在 时 间 上 对 mus 所 作 的 预期 ,今后 总 
等 同 E, 与 P. 

现在 设 zx 表 如 式 (22) ,其 中 BCL) = Ji, 6,7, He — x Pr (因而 式 
(22) 是 x, 的 Wold 表示 ), 则 


Er, 一 E, > Eip- = Sb Beas = Xe je 77 35 Li te, 
其 中 用 到 Ee; sd, E,e, -og»20. 关于 白 噪声 的 这 一 结论 是 关键 的 , 仿 
后 将 多 次 用 到 . 约定 
(Bar), = Dae’. (27) 
j J>0 
则 可 将 ETit 表 为 
E,z4,—[BGOL*], BG) "x, (28) 
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式 (28) 称 为 Wiener-Kolmogorov 公式 . 
如 同 在 2. 1. 2C 末尾 一 样 ,此 处 也 要 强调 指出 , 仅 当 x, = B(L)e 是 Wold 表 
AR (而 不 仅仅 是 移动 平均 表示 ) 时 ,才能 应 用 式 (28). 7, = B(L)s 是 Wold RAE 
味 着 , es 正 是 以 二 的 一 步 预报 E,-1zx, 替换 zx, 的 误差 . 今后 只 要 基于 表示 t = 
B(L)s 应 用 式 (28), 总 认定 所 用 到 的 是 Wold 表示 . 
B. 某 些 例子 
G) Muth 的 例子 . Muth(1960) 考 虑 了 序列 
Ti 一 pz 十 8 十 ae G@EZ), (29) 
Kb S a.b 满足 lal < 1,6) 1. 式 (29) 可 缩写 成 
z,-—01—5L)'ü + aD). 
CF HK Wiener-Kolmogorov 公式 有 
Eza SCEA — bLA H aDL^*], OQ — 6L) + aL) iz, 
=(a+ 5D TO — 6L) — B1) + aL) lz, 
=(a+ b) A + aL) x, (0. 


Etm = O HDA + aL) x, 
注意 上 式 右 端 与 上 无 关 . 当 — 1 时 , 式 (29) 成 为 
Zi = Li) 6€ + aE. (29)' 
式 (29)' 被 用 于 “持久 性 收入 理论 ”( 参 看 2. 3. 2 小 节 ). 
Gi) 给 定 平稳 序列 r 的 Wold 表示: 
2 = €, — ah, + be = (1 — AL) pe GEZ), 
其 中 a = à + ysb = àp, 0 < lal, 过 1. 依 式 (28), 有 
[a — aL + &15) L7], bL—a 




















Em ==0 ADO- pl) "^ -AD- a" 
END! b—aÀ b—ap 
7OA— AIA 1- plj” 
aba) — (b — app sS EPA 
a A—k Tj 2; À— p Xe js 
Ex La — aL + LOLUM. _ b z 
s (0—AD(ü-—ms) " Q—ADOO-—mgb' 
和 | 一 
= -一 X, 一 X—js 
A—px\li—aAiL 1— pL > A— yu j 
Ez =0 (k 之 3). 
2.1.4 周期 性 


经 济 现象 常常 表现 出 一 定 的 周期 性 ,这 对 于 经 济 学 家 与 普通 观察 者 似乎 都 
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没有 疑问 , 但 真 要 准确 地 描述 所 显示 的 周期 性 ,就 会 发 现 事 情 远 比 初 看 起 来 要 复 
杂 , 因 而 很 难 建立 一 个 清晰 而 被 公认 的 理论 ,这 就 不 免 陷 入 无 休止 的 争论 .下 面 
所 作 的 讨论 也 不 是 已 定型 的 最 终结 论 , 而 只 是 列举 某 些 流行 的 观点 . 

A. 一 般 描 述 

Yt r 是 给 定 的 平稳 序列 . 鉴于 x, 的 状态 具有 随机 性 ,因而 不 能 用 通常 的 周 
期 函数 来 界定 r 的 周期 性 . 究竟 如 何 描述 随机 序列 的 周期 性 ,并 不 是 一 件 很 明 
显 的 事 . 下面 几 种 互 异 的 观点 与 其 说 源 于 理论 思考 ,不 如 说 源 于 经 验 . 

Gi) 相关 函数 刻画 . 若 ROS) 在 k| -> oo 时 显示 出 递 降 的 振 范 ,如 

R,(k) = arlticosbk, 

Ep a, b 2 0,0 过 rr 二 1, 则 说 zx, 具有 周期 性 ,其 周期 为 2x/b. 

以 上 刻画 实际 上 指出 xz, 的 自 相关 关系 表现 出 某 种 周期 性 ,这 与 zx, 的 轨道 是 
否 具 有 周期 性 并 无 直接 关系 . 

GD 谱 密 度 刻画 . A RA s Co) 在 区 间 (0,r) 内 某 点 wo 取 峰 值 , 则 说 zx, 具有 
周期 性 ,其 周期 为 2m /os. 

与 相关 函数 刻画 相 比 , 谱 密度 刻画 的 直观 意义 更 不 明显 . 

GD 贴近 度 刻 画 . 若 主要 的 总 体 变量 (如 GDP、 公 共 开 支 . 失 业 率 等 ) 的 谱 密 
度 在 w% 一 0 附近 互相 贴近 , 则 说 这 些 变量 所 属 的 经 济 具 有 周期 性 . 

与 前 两 种 刻画 相 比 ,最 后 这 种 刻画 从 数学 上 看 是 最 含糊 不 清 的 . 

以 上 三 种 刻画 在 形式 上 很 少 有 共同 之 处 ,在 实际 上 也 是 互相 不 可 比较 的 . 由 
观点 G)、Gi) 所 界定 的 周期 未 必 一 致 ,也 未 必 是 现实 的 经 济 周期 . 

就 实际 资料 所 呈现 的 情况 而 言 , 谱 密 度 大 多 不 呈现 出 明显 峰值 ;与 拟 想 的 周 
期 对 应 的 峰值 通常 平缓 宽 益 .大 多 数 经 济 时 间 序 列 的 典型 特征 是 :当中 增加 时 ， 
s,(w) 急剧 下 降 ， 

B， 某 些 例子 

O 设 平稳 序列 x, 的 相关 函数 为 

kx 


R,(k) = 2- lticos p (REZ), (30) 
这 是 一 递 降 的 振荡 ,其 周期 为 4. 用 初等 方法 求 出 
si(w) =1 + 2>)27*cos “cos (ke) (用 式 (3b)) 
k=1 


15 0 
25 一 16sin’w’ 
此 函数 在 区 间 (0,7) 内 有 一 峰值 s-(x/2) = 5/3. 因 恰 好 有 22/ (1/2) = 4, (RAB 
关上 郴 数 刻画 与 谱 密 度 刻 画 得 册 同 一 周期 ， 
GD 设 序列 oc, 的 谱 密 度 为 
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s) m m — Je rac (31) 
Wü] s. Cw) 在 区 间 (0,70. AME © = x/2 处 取得 峰值 . 其 次 , 依 式 (5a) 有 
R.(k) —l E — P — $ | Jeoscte)do 
x/ x 
-i[ | + — w| cos(kw)dw + i| 4 w 一 + cos (kw)dw 
L int Pags P 
一 juin 4995 5 (k Æ 0), 


这 表明 R.A) 是 一 个 周期 为 4 的 递 降 振 荡 . 如 同 例 (i) 一 样 , 依 谱 密 度 刻 画 与 相关 
函数 刻画 的 周期 一 致 . 
(ii) Slutsky 序列 , 它 定义 为 (1937) 
z—-c-L"ü-L"e G€2), (32) 
EP min 为 自然 数 . 式 (32) 意 味 着 ,z 是 对 白 品 声 相 继 作 m 次 一 阶 差分 .再 作 n 
次 两 步 移动 平均 的 结果 . 由 式 (23), 有 
g.G) = (— D"oiz "^" + z)”(1 — zy, (33a) 
| daz) 


| cos = 


2 


5. (w) = — ant? 


(33b) 





w 
sin — 
2 





4 gir) = r” — x», Wj s, Cw) = 47*"c. etg] sin? $ >|. 在 区 间 (0,1) 内 ,PCz) 有 唯 
一 极 大 值 点 ze = m/ Gn + n); AM s.(o) 在 (0,x) 内 有 唯一 极 大 值 点 





w 一 2arcsin re. 


特别 取 m =n, f x, = 1/2, 而 wo = x/2; 


g.G) = (— Dle — 27)" = oi 5 


此 二 一 上 


1)*z2, 





NNI 
2 
由 此 得 出 R;(2k) = oi(— 1» | OS [8| 委 2)， 而 其 他 的 RE) — 0. M 


k| < 2n 时 R-k) 呈现 出 周期 为 4 的 振荡 . 
(v) Kuznets 变换 .Kuznets 为 处 理 年 度 资料 x, 采用 变换 





y= (L5 — L) + la TL'GT-Vl1-L-TLOnsBUon (34) 
由 公式 (16) 有 
— $42 — 104,2 
go) = SHEN Gn, (352) 
sy (m) = 2(1 — cossw) (1 — cosl09). Cw) A G(w)s,(w). (35b) 


25(1 — cosw) 
Gw) 在 区 间 (0.2) 内 有 零点 kx/5R = 1,2,3,4), 因而 s, Co? 在 (0,r) 内 可 能 
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出 现 五 个 峰值 . 例如 , 取 r — 6, Ws) 在 (0,7) 内 有 五 个 峰值 , 离 w= OR 
的 一 个 约 位 于 w = x/10 处 ,因而 有 一 个 接近 于 20 的 周期 . 当初 Kuznets 正 是 用 
式 (34) 构 成 的 序列 来 验证 一 个 长 约 20 年 的 周期 的 存在 性 . 但 Howrey (1968) 用 
时 间 序 列 方法 分 析 的 结果 指明 ,长 为 20 的 周期 源 于 处 理 资 料 的 方法 ,而 不 是 源 
于 资料 本 身 , 这 就 使 Kuznets 变换 失去 了 可 信和 性 . 
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2.2 差分 方程 


在 经 济 分 析 中 ,求解 离散 时 间 模 型 通常 归结 于 解 某 个 (组 ) 差 分 方程 .因此 ， 
差分 方程 是 研究 离散 经 济 模型 的 一 个 基本 工具 ,正如 微分 方程 是 研究 连续 时 间 
经 济 模型 的 基本 工具 一 样 . 

从 数学 形式 上 看 ,对 差分 方程 可 作 如 下 分 类 . 

O 确定 性 与 随机 差分 方程 . 后 者 是 本 节 沽 虑 的 主要 对 象 . 
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GD 线性 与 非 线性 差分 方程 . 前 者 有 可 行 的 求解 方法 ,而 后 者 通常 仅 限于 作 
某 些 定性 研究 . 本 节 限 于 考虑 线性 差分 方程 . 

Gi) 自治 与 非 自 治 方程 . 若 方程 不 显 含 时 间 t, 则 称 为 自治 方程 :否则 称 为 
非 自 治 方程 . 若 一 系统 的 结构 不 随时 间 变 化 , 则 它 可 由 自治 方程 描述 ,因而 研究 
方法 能 明显 简化 . 宏观 经 济 分 析 首 先 考 虑 结构 不 随时 间 变 化 的 系统 ,因而 其 首选 
工具 是 自治 方程 . 

(iv) 一 阶 与 高 阶 方程 . 作为 经 济 模型 ,一 阶 与 二 阶 方程 是 最 常用 的 ,但 并 不 
能 避免 更 高 阶 的 差分 方程 . 原则 上 ,任何 高 阶 方程 均 可 化 为 一 阶 向 量 方程 . 

本 节 的 主题 是 常 系 数 线性 随机 差分 方程 . 不 过 ,为 理解 方便 ,首先 概述 确定 
性 线性 差分 方程 的 基本 结论 . 


2.2.1 确定 性 差分 方程 


本 小 节 概 述 确定 性 常 系数 线性 差分 方程 的 基本 概念 与 主要 结论 . 熟悉 这 些 
内 容 之 后 , 转 和 人 其 随机 化 推广 将 是 一 件 很 自然 的 事 . 
A. 一 般 概念 
HLE € Z) 是 某 个 时 间 序 列 , 它 包含 了 所 描述 的 某 个 发 展 过 程 的 全 部 信 
息 . 不 过 ,通常 并 不 知道 zx, 的 明显 表达 式 , 甚 至 不 知道 = 如何 依赖 于 1, 因而 z, 
是 一 个 未 知 的 离散 变量 . 但 若 已 知 z, 联系 于 其 自身 历史 的 某 个 规则 
FG xoireaX) = 05 (1) 
则 有 可 能 由 此 求 出 c, 或 至 少 推断 出 m, 的 某 些 性 质 , 式 (1)? 就 称 为 关于 未 知 序列 
x, Hn REA EB. 如 果 不 对 FC:) 作 适当 限制 ,就 无 法 展开 关于 差分 方程 (1) 的 
理论 ,这 种 差分 方程 就 不 会 有 什么 利用 价值 . 无 论 在 理论 上 还 是 在 应 用 上 ,最 重 
要 的 特殊 情况 是 设 定 下 为 线性 函数 . 特别 地 ,我 们 集中 考虑 常 系 数 线性 差分 方 
T. 
P(L)z,=u, QEZ), (2) 
Rp PL) = $La;Q sg jn) 是 常 系数 , a, 40, 不 妨 设 a, = 1,w 是 一 
个 已 知 序列 . 
在 研究 方程 (2) 时 ,一 个 关键 的 启示 是 :方程 (2) 与 对 应 的 微分 方程 
P(D)xcx =u) (ER) (2)! 
有 深刻 的 类 似 , 其 中 的 微分 算 子 D = d/dt 与 方程 (2) 中 的 延迟 算 子 工 恰 相对 应 . 
首先 让 我 们 回忆 一 下 ,对 于 方程 (2) 有 如 下 基本 结论 . 
(i) 齐 次 方程 PCD)z = 0 的 通 解 是 其 2” 个 线性 无 关 特 解 ( 称 为 基本 解 ) 的 线 
性 组 合 , 其 结构 完全 取决 于 特征 方程 P OO = 0 的 根 的 代数 性 质 . 
Gi) 方程 (2) 的 通 解 是 其 任 一 特 解 与 齐 次 方程 P(D)z = 0 的 通 解 之 和 . 
Gi) 依据 方程 PA = 0 的 根 可 完全 确定 方程 PID)z = 0 的 解 的 函数 形 
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式 , 其 中 所 含 n 个 常数 取决 于 个 定 解 条 件 ( 如 初 值 条 件 ). 为 求 方程 (2)' 的 特 
解 , 形 式 上 可 求助 于 公式 z= 二 PO) us 对 于 某 些 特殊 的 函数 ua), 可 依 一 定形 
式 规 则 算出 PCD) ut). 

非常 值得 庆幸 的 是 ,以 上 结论 可 以 在 非常 接近 的 形式 下 移植 于 差分 方程 
CD. 具体 的 结论 将 在 下 面 依次 展开 ,总 的 结论 则 可 简单 地 表述 如 下 . 

定理 Jj E PO, = 0 的 通 解 是 其 个 线性 无 关 特 解 的 线性 组 合 ; 方 程 
(1) 的 通 解 是 其 任 一 特 解 与 方程 P(L)z, = 0 的 通 解 之 和 . 

后 一 结论 实际 上 并 不 依赖 于 P OL). 的 特殊 性 质 , 仅 取决 于 PCL) 的 线性 算 
子 特征 ,其 证 明 是 很 简单 的 . ， 


B. 一 阶 方程 
首先 考虑 最 简单 的 一 阶 线性 差分 方程 
(1—ADzx-—w GEZ), (3) 
即 Zi = Ax, + uy. 


与 微分 方程 二 4z 的 通 解 x = ce* 相对 照 ,容易 看 出 齐 次 方程 mx = Ax, 的 通 解 
Ax, = 0X vc 是 任意 常数 . 因此 , 非 齐 次 方程 (3) 有 通 解 
Tı = CË F 2, (4) 
其 中 z, 是 方程 (3) 的 任 一 特 解 . 考虑 以 下 几 种 特殊 情况 . 
O 后 向 解 . 直接 计算 易 验 证 


Zt 一 (1 一 AL) u, = S Nu; 
是 方程 (3) 的 一 个 特 解 ,只 要 其 右 端 级 数 收 敛 . 当 | 外 二 1, (uw} 有 界 时 ， 
Dy Aus, 必 收敛 . 在 这 种 情况 下 , 依 式 (4) 可 将 方程 (3) 的 通 解 写成 


Xt = eX + XM (4)! 
BROH {u, : s SC) RA x, 故 称 其 为 后 向 解 . 因 后 向 解 用 已 知 的 “历史 资 


料 " 表 示 zx 的 当前 值 , 故 将 其 用 于 经 济 模型 更 现实 . 若 上 < O0 > u = 0, WRO 
简化 为 


Xi = cË 十 Su, (t o0), 
在 这 种 情况 下 不 存在 收敛 性 问题 . Hu, > 6, 则 由 式 (4) 有 
z,-b/(1—23) Go), 
此 时 说 当 上 ~ oo BI x PE Be TOS AE m" = 5/0 — AD. fI Yu, SOY, t 
正 是 方程 (3) 的 不 动 点 . 


Gi) 前 向 解 .将 方程 (3) 转 化 为 
ALC 一 AL = — ts 
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从 而 形式 地 得 到 方程 (3) 的 一 个 特 解 
m = A oA) I 


= ae 广 tht 一 一 » ^us. 

只 要 上 式 右 端 级 数 收敛 ， 就 可 验证 如 上 的 zı 确实 满足 方程 (3). 当 |4| >l, 
{uss Dt) ARB, D>) Aun; MUM. 在 这 种 情况 下 , 依 式 (4) 可 将 方程 (3) 的 
通 解 写成 

x, = cv 一 ye Jue (4)” 


与 式 (4) 相反 , 式 (4)" 用 u, 的 未 来 值 即 如 620 表示 x 故 称 为 前 向 解 . 对 于 投 
Xt .期 权 一 类 的 经 济 问题 ,前 向 解 有 其 意义 . 

A ub o), WARAH, M roo BE [x] > oo, BE c — 0. 特 
别 ,车 x, = b, 则 由 式 (4) "有 


lel = [eX + 6/11 —A| +0 (t æ, #0). 
A= 1, 则 方程 (3) 的 可 能 的 特 解 是 
Zi =u, F uoi duode (后 向 解 》 (5a) 
T Haga — Hg — ott (前 向 解 》 (5b) 


但 为 使 式 (5a) 或 式 (5b) 中 的 级 数 收 剑 , 对 us 应 有 较 强 的 要 求 . 若 w QUA A PRAY 
历史 ,用 式 (5a) 是 不 成 问题 的 . 


C. 二 阶 方程 
常见 的 二 阶 线性 差分 方程 可 写成 
Lp 一 al 十 pr +u EDZ), . (6) 
或 PDs 2 (0—ALDGü-XAIDxz-wu, 


其 中 a = À + Ab 二 一 AA, 是 常数 . 分 如 下 三 种 情况 考虑 . 
G) A.A, 为 相 异 实数 的 情况 . 首先 ,直接 验证 齐 次 方程 P(ZL)z = 0 有 通 解 
cià 十 c. 于 是 方程 (6) 的 通 解 为 
l m=oX%+o%+z, EZ), (7) 
其 中 z, 是 方程 (6) 的 任 一 特 解 . 为 求 得 一 个 z,, 仿照 上 述 B RPAH. # IA 
<1 jà] 二 1, 则 








1 |. 1 A, A, 
NADA aby” ~X—aAli—-aL 1—AXL|^ 
e. Atl AP 
-2 es n 


FUR ESCECUR Bold 24 {us} 有 界 时 ， 收敛 性 不 成 问题 . 在 这 种 情况 下 , 式 (7) 
可 写成 
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Nt! — Nt! 
Li = OX cox + » XA C" 
J=0 
A AS 
一 ala + AS utalat X je 
jet jc 
全 Nc1(2) + Ac; Ct). (7)' 


Ë u >u (too), WJASECO'S x — x" Su" /TA—-AIA — 201; 特别 , 当 
u =u" 时 , x" 是 zi 的 不 动 点 . 
对 于 情况 1A] 291,12] > 1x AL 1 àl, 可 求 得 类 似 于 式 (7)' 的 解 . 
GD Àj, A; d& — AT FE BES BAY EU. HE A, = A, = re”, sind 25 0,77» 0. 只 考虑 
r «1l 5L,r-1Bmu 28158. 在 这 种 情况 下 ,由 式 (7) 给 出 的 xz, 仍 为 方程 
(6) 的 通 解 ,其 中 m 必 为 实数 , 为 使 618 十 c 允 为 实数 ,只 需 选 取 ci,cs 使 之 满足 c 
= pe^. 以 此 代入 式 (7) ,化 简 后 得 


sing 
Gili) Ay = A, 2 A BOE GC. 首先 ,直接 验 知 齐 次 方程 PCL) x, 二 0 有 通 解 (ci 十 
czt)X ,于 是 方程 (6) 的 通 解 为 
Xi = (c+ eX + ze 
为 求 一 个 特 解 x,, 下 面 设 [AL 1A] 1 的 情况 可 类 似 考 虑 ). 于 是 


x,- 2p r'cos(t0 + H) + > sin[G + DO], j (8) 
j- 


z = (Q AL) = SG + uy. 


j=0 


当 (u) 有 界 时 ,上 式 右 端 级 数 收敛 ,此 时 方程 (6) 有 通 解 


z, — (6 + eX + G+ Du; 


j=0 


=X[a tett D GHL tOu 


AA Le Ct) + te; Q2 ]. (9) 
Ej u, —> u’ (t co), B HE SC x x" —utO-—aqgooo). 
D. 2” 阶 方程 
与 方程 (6) 相 对 照 ,只 考虑 如 下 形式 的 阶 方程 : 


P(L)z 会 Ila — AL) —w EZ), (10) 


j=l 


HpAA0LSj<n). AA ARLE. T 77 £2 10 REE SAH. 
下 面 仅 考虑 两 种 特殊 情况 . 
O 设 心 是 互 不 相同 的 实数 . 首先 指出 , 齐 次 方程 PCL)z, = 0 有 通 解 
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一 Sic 
直接 验证 POO( D oX) = 0. RZ R ME PL — 0, WU zi E e 
于 Totis sz, 而 由 线性 方程 组 (其 系数 行列 式 是 Vandermonde 行列 式 ) 


Sio = x, 性 一 0,1，…7 — 1), 


I=1 


可 唯一 地 解 出 cj — Cj Loo 24 9 *** Th -1)， 因此 ， 方程 (10) 有 通 解 


= Dea +z, (11) 
其 中 z, 是 方程 (10) 的 任 一 特 解 . 为 求 出 一 个 z,, 注意 





1 _ A; — Àj 
P) | 2; 1 — àz’ A; = Pray Y 
于 是 


z, 


ala Yp a yy A e 

= PCL) 一 2; 1— AL" 2; 2, PAD’ 

REJI ERR S CBE a 24. A] < 1, Gon) 有 界 时 就 是 如 此 ). 将 所 得 z, RAR 
(11048 


m= > [ex - D fu] 


j=1 


一 [s 一 2 Su ile 2380. ai! 
di t> oO Bu, = 0( 即 在 1 二 0 时 w KK) Mi Sot: @ 5 (AXE n 
HA Sin) 的 线性 组 合 . 
GD HE A, — A(1x jm, 则 齐 次 方程 P(L)x, = 一 0 有 通 解 


Ly > ctx, 
j=1 





其 次 ， 


2 /7 十 &R 一 1 
z= (1 — AL) "u, = 5 
t=0 k 


只 要 其 右 端 级 数 收敛 (如 设 |4| < lu AR). 于 是 方程 (10) 的 通 解 为 
^ ee b— 
ZX, 二 Dex 十 5 l + k | Aus. (12) 


E. 一 阶 向 量 方 程 
方程 (3) 的 x 维 推广 是 
X= Ax tu GE), (13) 








k 
R Uiks 





38 宏观 经 济 的 随机 模型 





其 中 x(t € Z) 是 未 知 的 n 维 向 量 序列 ,uw, 是 已 知 的 n 维 向 量 序列 , A € Rn". 类 
似 于 一 维系 统 ,方程 (13) 的 通 解 为 

x=Aletz (EZ), (14) 
其 中 A'c 是 齐 次 方程 x, = Ax, 的 通 解 , c € R 是 任意 常 向 量 ; z, 是 方程 (13) 的 
任 一 特 解 , 为 得 出 更 具体 的 通 解 公式 ,必须 有 计算 A 与 z 的 有 效 方法 ,这 与 矩阵 
A 的 性 质 有 关 . 下 面 考虑 一 个 特殊 情况 : A 是 可 对 角 化 矩阵 , 即 存在 实 可 逆 矩 阵 
P, 使 得 

P-14P = diag(4,,À5,:,4) 2 D, 
KB A € RO x ix n) 是 矩阵 4 的 特征 值 . 
G) A'c 的 计算 . 令 大 = Pole = ( RT, DUI 


A'e = PDP-ic = PD'k = S EXP, 


i=] 
E P = (Pi,P,,…,P,) € RP; BARE P 的 第 i 列 . 
GD z 的 计算 .方程 (13) 可 改写 为 A 一 AL)x, =u. FR 
z =U — AL)^u, = PU — DL) !P^!u, 


= PDL», (y, = P“u,) 


e (HP ,PP = >) 2 AI P, 
FET j=0 i=l 


EE v, = Cor svi 当 上 式 右 端 级 数 收 仿 时 (如 当 A| 过 1,u, 有 界 时 ) ,将 
已 求 得 的 A'e 5j z 代 人 式 (14) 得 


x, = Dae k + ar "vi )= aris 十 Dae JA 2 G)P;. 


Gii) 稳定 性 . 设 IA | 到 1d <i<n) yuu" t 00), 则 依 式 (14) 有 
x, > (I — AL) Ou = (U — Au 人 x (t— oo), 
特别 ,车 & =u", Wx 是 式 (13) 的 唯一 不 动 点 ,此 时 式 (14) 为 


x, = A'e + 4 — A) lu! = SEAP; + x^. a4)" 
i=} 


2.2.2 随机 差分 方程 


在 最 一 般 的 意义 上 ,在 方程 (1) 中 令 xz 为 未 知 随机 序列 ,就 得 到 阶 随机 差 

分 方程 .但 如 同 处 理 确定 性 差分 方程 一 样 ,只 有 施加 特殊 限制 之 后 , 才 可 能 得 到 
较 明确 的 结果 . 实际 上 ,我 们 仅 限 于 考虑 应 用 上 最 重要 的 常 系数 线性 差分 方程 

PCCP =e t€2) . a5 


XB PCL) = [[;ja—A4D.A 400 Sj <n), ¢ BARS KARE). 
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对 于 方程 (15) ,我 们 要 解决 如 下 问题 : 

Ci) MER x. 为 平稳 序列 并 求 出 函数 (20 5.09) 与 ROO ( 依 2.1 节 式 
(1)、 式 (2)); 

GD 分 析 谱 密度 s. (Co) 的 特性 并 讨论 由 其 决定 的 周期 性 ; 

GD RA r, 的 最 小 二 乘 预 报 公式 . 

为 使 以 上 问题 获得 较 好 的 解答 ,假定 平稳 性 条 件 [Aj] 10 Sj<n) 满足 . 
在 此 条 件 下 , B(z) 会 1/P(z) 在 |z| <1 Ef lr, x = Be, FEM. 

方程 (15) 看 来 是 很 特殊 的 .但 从 Wold 定理 (参考 3. 1. 2C) 看 来 , 形 如 方程 
(15) 的 方程 的 解 ,在 平稳 序列 的 范围 内 已 具有 一 定 的 普遍 性 . 








A. 一 阶 方程 
方程 (15) 的 一 阶 特例 是 
0—ADz, =e O< fal «2D. (16) 
Fi #216) $8 di — NEN 
z,— (1—AL)'& = Sve; GEZ). Q7) 
j=0 
依 2.1.2B, 由 式 (17) 表 达 的 xc, 是 一 平稳 序列 ,和 且 (用 2.1 节 式 (23)) 
oiz 
gz(z) 一 ü—à-—' (18a) 
oi 
so) = p— Zicoso + E (18b) 
然后 结合 式 (18a) 与 2.1 PRU22% 
b) =R cim 
RC) =Res Ge A) | 
ot 
一 [二 二 = UR.) D0). (18c) 


由 式 (18c) 看 出 函数 R.A) 正好 满足 齐 次 差分 方程 
PCL)RARk) 一 0， PUL) -1— AL. 


这 并 非 偶然 . 实际 上 ,对 任何 多 项 式 PG) = > aj, B PE —8PG)!— 
21,0. WU > 0 时 有 
PDR, (k) = lakh -p- DaEC rn) 
_E[z uP Dr] = EG, a6) 
一 NoE Cea) = 0, 
SLUSH ORI ss CO 的 特性 . 由 式 (18b) 有 
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Cw) = 2Asinw 
Sz — (1 — 2àcosw + 4??? 


可 见 s. Co) 在 区 间 0,0 内 为 单调 函数 . 从 2. 1. 4 小 节 的 观点 看 来 , z 不 表现 出 
周期 性 . 
最 后 考虑 最 小 二 乘 预 报 . 结合 式 (17) 与 2. 1 节 式 (28) 有 
Er =[0 — ALL], A — AD, 


co 


=( JINLE) Q — aL), =x, SO, (19) 


Ma, 就 是 To Wk PRERE. 注意 , 若 扰 动 6 消失, 则 由 zx, = 4zx,-1 解 
nua = Az. 因此 以 Xz 来 估计 zits 是 很 自然 的 . 预报 的 误差 
Liar Nz = A MLD uma 5 ALY O — AD) tink = 3L 
B. 二 阶 方程 
方程 (15) 的 二 阶 特例 是 
PODOx,2(0-—ALDOG- -ADz-t, (20) 
Hep AA, 满足 0< [AI <1 4 À dX — a, Aà  — b, 则 方程 (20) 可 写成 
Ti = aLa F bt F E 
由 方程 (20) 解 出 
z= P(e & Be. 
类 似 于 2. 2. 1C 中 的 做 法 ,下 面 分 三 种 情况 考虑 . 
G) 1 与 为 是 相 异 实数 的 情况 .首先 ,用 2.1 节 式 (23) 得 








oz? 
g.G) 一 〈1 一 Az) (1 一 À;z)(x — AD — Ar) 
oz? 
4 ZG az — bz’) (2? — az — b) (21a) 
s 
$409) — 01 acoso + AD — 2Xcoso + X) 





o 


=I F a? +6 + 2a(b — Dcose — 2bcos2w" 
然后 结合 式 (21a) 与 2.1 节 式 (12b) 有 


(21b) 


giz^i! 
Rk) = 2, Res qa — Ae — AY — X) |a 
oix! oia! 


7-35 MN GQ-—3DG — AA — À) 


Dok teok GEO. (22) 
注意 ,对 照 式 (22) 与 式 (7) 可 看 出 P(L)R,(k) 一 0. 
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由 式 (21b) 得 出 
aj 
de s, Co) 








=2a (1 — b)sinw 十 Absin2c 


—2sine[ 4bcose — a(b — 15]. 
上 式 表明 , 当 jalb — 1)| « Alo] 时 , s Co) 在 点 
wo = arccos[a(b — 1)/46] 
到 得 峰值 . 
任 给 1 € Z,k 220, 由 2.1 节 式 (28) 有 
Ez = [BL]; P(L)z, 





-1.. — 一 1 
- [39 — MD eh) aD RO — hb) r=] P2, 
1 一 各 十 
O AH — AU BO — ADL 
i Ay — A ^ 
_ aad 
=i” + i Arr (23) 


这 给 出 了 第 上 步 最 小 二 乘 预报 公式 . 特别 取 & = 1 得 
E, = ax, + bzi; 
从 Tiri = az, + bri 十 En 看 来 ,这 是 很 自然 的 . 
Gi) Àj = A, = re*(0 « r «1,0 «6 «70 的 情况 .此 时 式 (21) 一 式 (23) 依 然 
ARRE ALA, 为 复 值 , 注 意 式 (22)、 式 (23) 右 端 为 实 值 ). 式 (22) 可 以 写成 
oi 
a — AD — £0, — a) 
因 R.CO 是 偶 辐 数 且 以 R.(0) D CK B BR 9 = 0, 因此 
R,(k) = R,(0)r*coskÜ. (ko). (24) 
注意 无 论 从 情况 (i) 或 情况 (ii) 都 可 看 出 表现 出 周期 性 ,但 周期 2x/w 与 22/0 
则 未 必 一 致 . 
Gii) Ay = A, = A BO f BC. 对 这 种 情况 可 用 同样 的 方法 完成 如 (i) (ii 两 种 情 
况 一 样 的 计算 ,但 更 简单 的 方法 是 在 情况 (iD 中 到 极限 心 一 = 4 得 到 .于 是 有 


R,(k) = 2Re 





= 2p r'cos (k8 + 9). 


o?z? 


B.) = G-—àyG-—2A3" (25a) 
« 0; 
S- Cw) 一  — ZXoso $ A?’ (25b) 
23 — o NX(b- 
Ra) = 601-0 — DJ (49, (250) 
(1 — a’) 
Ez 一 Ck + Dz, 一 kg, (26) 


不 过 , 因 在 0 二 ww 二 7 时 
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d [ 95 |. asinw(l — 2acosw + 3) Æ 0 
tol can |= ino COS Æ 0, 


故 s.(w) 在 区 间 (0,7) 内 无 峰值 ,因而 与 情形 (i) GDR, xz, 不 表现 出 周期 性 . 
C. 2” 阶 方程 
现在 将 以 上 两 段 的 某 些 结果 推广 到 ” 阶 方程 (15), 设 0 二 14 | 1a <j< 
n), WA 
z, = PD 's A B De. 
@ 设 心 是 互 异 实数 . BRE AQ 


oiz 


一 一 (27a) 
eU TIEa-aec-a Í 


2 
S (w) = n, (27b) 
| | 1(1 — 2Àjcoso + AD 


然后 结合 式 (27a) 与 2.1 节 式 (12b) 有 


azz" thal 


R.Q) = RT G — àz) (z — a) 


i=] z=); 


> Oo2Ar+h—1 
i-d Il. a — AA) IT LG m Àj) 


= Dad (k>0), (28) 
这 表明 R OO 满足 PR d 一 0. 
在 2. 2. 1D 中 已 指出 PCL) — MA AAL, A — AAPO. 于 是 


Ez. -[X4a — AL) L^], Pa2z = ( XA SL- +) P(L)z, 
i=l 


j=k 


—-»AXI[G-ADao G0. (29) 


i1 fei 
Gi) BEA; = A1; x m,0 « [Al <1. 首先 在 式 (27) 中 令 罗 二 4 得 
oix" 
(1 — Az»Y'(z — Ay” 
9; 
Sr(w) 一  — 2àcose 4- Xy! (30b) 


然后 结合 式 (30a) 与 2.1 节 式 (12b) 有 
R,(k) =Res 


gz(z) = (30a) 


atgt thot 


A 一 àz)" (z — A" | cea 








"eT pide ull. 
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一 及 人 ”二 4 一 1 n-cj—1| cure 
i >| kj | j (1 — a) 
=k) (k>0), (31) 


gk) ER Wn — 1 次 多 项 式 ,因而 必 有 (1 一 ALD'RG) = 0 (参考 2. 2. 1D). 
2.2.3 含 期 望 的 差分 方程 


在 2. 2. 2 小 节 中 考虑 的 差分 方程 固然 是 基本 的 ,但 对 本 书 中 致力 于 研究 的 
动态 宏观 模型 而 言 ,用 得 更 多 的 是 如 下 差分 方程 : 
E,B(CL-Dz = t, (32) 
Kp E, = ELL 是 条 件 期 望 , D, 是 上 期 信息 集 ; 
Bz) = 1 — bz — ++ — b, 2"; 
Zz 是 未 知 随机 序列 , u 是 已 知 随机 序列 ,假定 到 包 含 x,,u(s St). X TIE 
(32) ,下面 将 建立 标准 的 求解 公式 . 
A. 解 公 式 
首先 指出 期 望 算 子 E, 的 某 些 性 质 . 以 下 公式 是 熟知 而 常用 的 : 
EE, =E, EE,=E,=EE, Gr) 
一 个 稍 特殊 但 对 于 解 方程 (32) 最 重要 的 公式 为 
E,AG,^SE, = E,A(L™), (33) 
其 中 AG) = Di paz’, 公式 (33) 的 证 明 如 下 : 


E,4(E-DE, = J a ELE, = J,a; EEL 
j=0 j=0 


= J a EL = EAL’). 


利用 公式 (33) ,可 推出 方程 (32) 有 由 下 式 表 示 的 特 解 : 
xz, = EB(QL^)u, (34) 
只 要 上 式 右 端 有 意义 ,该 特 解 即 存在 . 
证 设 z, 表 如 式 (34), 则 
E,B(QL ox, -E,B(L E,BQL ) tu, 
—EB(L^7)BQ,?)'u, (用 式 (33)) 
=Ew = ths 
可 见 x, 满足 方程 (32). L1 
为 实际 应 用 方便 ,对 公式 (33) 与 公式 (34) 可 作 如 下 形式 理解 :公式 (33) 可 理 
解 为 A(L-!) SCREEN E TH, TE 
EACLE, = E,E,A(L7!) = EA(L ). 
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公式 (34) 可 理解 为 首先 解 无 期 望 的 方程 

BQL x 一 WX = BQ,?)u, 
然后 对 所 得 结果 取 期 望 ， 

x, = EQ = EB(LO n. 
定义 一 个 与 工 略 有 差异 的 延迟 算 子 Z: 
LIET, = Ex, ; Cjstss € Z). 

4 BL = SYP aL, 则 公式 (34) 可 写成 

ZX, = Sa Ens; = BCS") 'E,u,. 


这 就 表明 , 解 公 式 (34) 可 看 作 如 下 两 步 的 结果 : 

O 将 原 方程 转化 为 BOS YE, = En; 

Gi 解 此 确定 性 的 差分 方程 得 出 rz = Ex, = BCS!) Eu, 

由 此 可 见 , 解 随机 差分 方程 (32) 相 当 于 解 一 个 与 之 对 应 的 确定 性 差分 方程 . 
这 一 事实 以 确定 性 等 价 原理 或 分 离 原 理 著称 . 

B. 一 阶 与 二 阶 方程 

对 于 本 章 中 常用 的 一 阶 与 二 阶 差分 方程 , 今 依 公 式 (34) 来 求解 . 

O 一 阶 方程 . 方程 (32) 的 一 MENE 


EG — AL”! t, = u, (35) 
Rp x, 一 AE, Lipi = uU. 
依 公式 (34), 从 方程 (35) 解 出 
az, = ED — ab), = E, X X Lu, = SE. (36) 
j=0 j=0 


公式 (36) 通 常 在 |4| 二 1 的 条 件 下 使 用 ,这 样 容易 保证 右 端 级 数 的 收敛 性 . 
注意 式 (36) 表 出 一 个 前 向 解 ; 即 它 利用 uj(j Z9 0D 表 出 mn. 对 于 使 用 期 望 EE 的 方 
程 ,这 是 很 自然 的 . 式 (36) 表 明 , m, 由 的 当前 与 未 来 期 望 值 决定 . 这 样 的 结论 
在 动态 经 济 分 析 中 是 常用 的 . 

Gi) 二 阶 方程 . 方程 (32) 的 二 阶 特例 是 


EG = ALTDA — AL zx = uy, (37) 
或 

x, — AE,2,4; — bE a4. = us 
其 中 a =A, +b =— AA. 设 0< JAI, [Al X LA FA, 则 依 公 式 (34) 有 








=E — ， = 1 El À _ A, u 
tqa- ALDA ALD AA NIH AL 1—AÀL! 


1 R ， 2; — A 
syge A SAL u = 2, ACA Eiss (38) 


j=0 1 
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在 zw 有 界 的 情况 下 ,14 1. lal 过 1 可 保证 上 式 右 端 级 数 收敛 .不 过 ,未 必 总 
有 lAl <L lal «1 BUS 1A] 过 1, 则 利用 公式 (36) 可 从 式 (37) 解 出 


Ti 一 ÀxaqQ ED AL), = S AEw.;. 
j=0 
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消费 理论 受到 经 济 学 家 ,尤其 是 动态 宏观 经 济 理论 方面 的 专家 的 广泛 关注 . 
消费 理论 中 的 一 些 重要 观点 与 Friedman、Muth、Lucas、Hall 等 著名 经 济 学 家 的 名 
字 联 系 在 一 起 . 这 一 事实 有 以 下 几 方 面 的 理由 . 首先 , 消费 行为 无 疑 是 人 类 最 基本 
的 行为 , 它 对 于 经 济 运动 有 着 永恒 的 影响 . 其 次 ,消费 模型 常常 为 其 他 经 济 模型 ， 
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如 增长 模型 .投资 模型 人口 模 型 .货币 模型 等 提供 了 基本 框架 与 主要 背景 . 最 后 ， 
在 宏观 经 济 理论 中 广泛 使 用 的 动态 分 析 方法 ,如 动态 最 优 控制 .时 间 序 列 分 析 等 ， 
在 消费 理论 中 得 到 典型 的 应 用 ,因而 消费 理论 往往 成 为 这 些 分 析 工 具 的 一 个 最 适 
当 的 试验 场 . 本 节 正 是 基于 动态 最 优化 与 随机 序列 方法 建立 消费 决策 理论 . 


”2.3.1 模型 与 最 优 性 条 件 


消费 决策 模型 的 一 个 明显 特点 是 , 它 处 理 相对 单纯 的 情况 ;问题 的 决策 者 、 
决策 目标 与 决策 变量 都 是 非常 明确 而 无 歧义 的 . 本 书 首先 尽 可 能 在 很 一 般 的 条 
件 下 描述 消费 模型 及 其 最 优 性 条 件 , 以 使 其 结论 及 分 析 方 法 便于 推广 到 后 面 考 
虑 的 其 他 经 济 模型 

A. 模型 描述 

给 定 一 代表 性 消费 者 ,下 面 也 简称 其 为 消费 者 或 个 体 , 假 定 他 是 无 限 存 活 
的 . 分别 以 co& 与 y HRA PHAR ,资产 存量 ( 即 其 财富 ) 与 收入 , yy 可 
以 是 工资 收入 或 资产 回报 以 外 的 任何 其 他 收入 ,其 具体 解释 不 影响 模型 分 析 . 以 
R, 二 1 十 7+, 记 从 i 一 1 期 至 1 期 的 资产 总 回报 率 ?,r, 就 是 利率 . y, Sr 取决 于 
消费 者 处 于 其 中 的 竞争 性 市 场 ( 如 劳务 市 场 与 资本 市 场 ), 非 消费 者 自身 所 能 决 
定 , 因 而 在 消费 决策 模型 中 被 看 作 给 定 的 外 生变 量 . 消费 者 是 完全 理性 的 ,这 意 
味 着 他 对 于 自己 的 消费 效用 有 一 个 完全 精明 的 估计 与 极 大 的 追求 ,同时 对 于 他 
赖 以 决策 的 环境 拥有 完全 的 信息 (当然 限于 已 显示 的 信息 ,须知 信息 是 随时 间 逐 
渐 显示 的 ). 消费 者 的 决策 目标 ,就 是 在 其 自身 的 预算 约束 下 ,选择 一 个 长 期 消费 
计划 ot 之 00, 以 实现 其 期 望 折 现 总 效用 的 最 大 化 . 在 数学 上 ,这 意味 着 解 如 下 
随机 跨 时 最 优 决 策 问题 ， 


q 
其 中 8' 是 折 现 系数 , 0 二 8 二 (14+ 9) -<1,o>0 称 为 时 间 偏 好 率 或 主观 折 现 
率 , 它 反映 未 来 消费 效用 在 消费 者 心中 的 权重 , 2 愈 大 ,未 来 消费 对 于 消费 者 愈 
不 重要 ,消费 者 愈 注重 当前 的 享受 . 关于 8 与 2 的 如 上 解释 将 适用 于 今后 遇 到 的 
所 有 跨 时 最 优 决策 模型 . 效用 函数 CO. 仍 如 第 1 章 中 一 样 ,无 需 解 释 . 


max E, 5) 8'U(e), (1a) 
*t 1 一 0 
s.t. kaa = Rake yc), ko BE, (ib) 
kyo = ESL, qQ—RRSSRGIÉDq—1 do) 
1-0 


GO 有 些 文献 以 Ri 记 上 期 至 上 十 1 期 之 间 的 资产 总 回报 率 , 但 这 就 与 它 不 能 同 Res yit 一 样 含 于 上 期 
BRL 之 内 不 协调 . 
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E. 2 BUC) 就 是 在 决策 时 ( 即 t 二 0 时 ) 形 成 的 关于 未 来 折 现 总 效用 的 期 望 , 它 
依赖 于 消费 者 的 消费 计划 cz 0). 

方程 (lb) 表 示 消 费 者 的 动态 预算 约束 ,下 期 资产 存量 等 于 本 期 收 支 余额 
(ke + y c) FEW BR Ra 

方程 (lc) 表 示 消 费 者 的 跨 时 预算 约束 :方程 (lc) 的 右 端 表示 消费 者 对 未 来 
折 现 总 净 支 出 的 预期 , 它 应 恰 与 消费 者 的 最 初 资 产 存量 k 平衡 . 这 就 意味 着 , 尽 
管 消 费 者 不 必 保 持 每 期 收 支 平 衡 ,但 他 必须 实现 一 生 的 收 支 平衡 ,在 其 身后 既 不 
留 下 财物 ,也 不 留 下 债务 . 

下 面 导出 条 件 (1c) 的 一 等 价 形式 . 注意 g, = RiR,…R,, 由 式 (1b) 有 


k k, — y k c6» 
Coa LX yeh Y S cx, 
qı diei q: q: jo Qi 





从 而 
ko = lim E,| a RES LX 
rem | q, £4 q 
这 就 表明 ,等 式 (1c) 成 立 的 充 要 条 件 是 
lim E,,/) = 0. dey 

HWE, RHAD 意味 着 在 决策 者 的 期 望 中 ， 未 来 资产 存量 的 折 现 值 应 趋 于 零 . 
显然 ,这 正 是 一 个 理性 消费 者 所 要 求 的 .条 件 (lc)' 通常 称 为 横 截 性 条 件 . 可 见 
消费 者 的 跨 时 预算 约 东 与 横 截 性 条 件 相当 . 

B. 最 优 性 条 件 

鉴于 决策 问题 (1) 依 赖 于 随机 序列 r t y 消费 者 所 制定 的 消费 计划 不 可 
能 是 一 个 细节 上 完全 确定 的 未 来 消费 支出 的 预算 表 , 这 样 的 预算 表 不 是 任何 精 
明 的 消费 者 能 制定 出 来 的 ! 消费 者 所 能 做 的 ,只 是 制定 一 个 消费 策略 ,以 最 优 地 
应 对 随机 出 现 的 未 来 环境 ( 即 .x 与 % ); 这 样 的 最 优 消费 策略 在 数学 上 表现 为 随 
机 最 优化 问题 (1) 的 最 优 解 . 很 少 可 能 得 出 最 优 解 的 显 式 表达 ;如 果 能 得 出 最 优 
解 所 满足 的 一 定 条 件 ( 通 常 称 为 最 优 性 条 件 ), 那 么 就 可 以 认为 已 获得 关于 最 优 
解 的 重要 信息 . 因此 ,关于 最 优 决 策 问题 的 最 优 性 条 件 ,是 研究 最 优 决 策 的 主要 
IA. 

在 数学 上 ,问题 (1) 是 一 个 离散 时 间 的 随机 动态 规划 问题 ,已 有 成 熟 的 标准 
方法 得 出 其 最 优 性 条 件 .下面 介绍 互相 等 价 的 两 种 方法 . 

G) Bellman 方程 法 . 定义 问题 (1 ) 的 值 沙 数 为 


Vk,) = max E, rA Ute), (2) 
式 (2) 中 的 最 大 值 是 相对 于 预算 约束 (1b)、 预算 约束 (1c) 取 的 ; ; 因 决 策 时 间 从 0 
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BAT t, 条件 (1c) 自然 应 修改 为 
lim E, Ck;/q;) = 0, (16), 
依据 动态 规划 理论 中 的 最 优 性 原理 , 值 函数 V,(') 满足 如 下 的 随机 Bellman 77 
程 : 
V,CR,) = max[U (c) 十 BEV ,ri Rev.) ]. (3) 


由 方程 (3) 得 出 ,最 优 消费 必 满 足 
0 = U' C) 一 BE[V' (kr) Reads 

V,OGj) = Uto) + BEV Rey) 

VG) = PELV i GD Ra ]. 
利用 以 上 三 式 消去 ViriCkit)，, 得 到 

U' (e) = BE,[ RU! Ga], (4) 
这 是 一 个 关于 c 的 一 阶 差分 方程 , 称 为 问题 (1) 的 Euler 方程 , 它 就 是 最 优 消 费 c 
所 应 满足 的 最 优 性 条 件 . 因 它 涉及 一 阶 导 数 , 故 也 称 为 一 阶 条 件 . 在 某 种 类 似 的 
形式 下 ,Euler 方程 (4) 首 先 由 Hall(1978) 得 到 . 值得 注意 的 是 , 值 函数 w(*) 并 
不 出 现在 Euler 方程 64) 中. 
Gi) 消除 约束 法 . 车 由 约束 方程 (1b) 解 出 
C= hy d oy — Rak, 

然后 以 此 代 人 效用 函数 , 则 得 到 一 个 以 & > 00 为 决策 变量 的 无 约束 最 大 化 问 
B. 


max E, ye Uk, + y — Raiken). 
由 最 优 性 原理 ， 以 上 问题 的 解 也 应 满足 在 上 期 决策 的 问题 
maxE, Sp Uk; 十 y;— RAD. 
这 就 得 出 
= RE E BiU Cj) 








-E|[v (GO gp + BU Ga 5 Krss = | 


=E,[— 天 AL Keo 十 BU" Cound] 
在 R, 不 具 随 机 性 的 情况 下 ,以 上 结果 恰 与 Euler 方程 (4) 一 致 . 
方法 (i) 不 必 直 接 用 到 值 函数 与 Bellman 方程 ,因而 是 更 简便 的 . 因此 ,今后 
在 类 似 的 情况 下 通常 使 用 后 一 方法 . 
c. 某 些 推论 
合并 方程 (1b) 与 方程 (4) ,得 到 关于 未 知 随机 序列 cok, 的 一 阶 差分 方程 组 : 
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kri RaaG + y c), (1b) 
{ U' Ce) = BEL RaW! C44) ]. (4) 
原则 上 ， 以 上 方程 组 应 能 完全 确定 最 优 消费 计划 c, 与 资产 存量 的 最 优 轨道 .但 
在 未 给 出 函数 UC.) 的 具体 形式 的 情况 下 ,并 无 解 方程 组 (lb) 方程 组 (4) 的 一 
般 方法 .不 过 ,即使 不 能 从 方程 组 (lb) 方程 组 (4) 明 显 解 出 c, 与 & ,我 们 也 力求 
从 它 发 掘 出 尽 可 能 多 的 信息 . 显然 ,对 Ry UC) 所 作 的 假定 愈 强 ,获得 的 结论 
就 愈 明确 ,不 过 这 样 也 就 损失 更 多 的 普遍 性 . 为 简便 起 见 , 本 节 的 一 个 主要 假设 
È R =R, 即 利率 r HER. 这 有 些 背 离 现 实 , 但 对 于 长 期 消费 趋向 的 研究 似乎 
是 一 个 可 接受 的 假设 . 其 次 总 假定 
BR?’>1, Hj BR> 1/R. (5) 
IR fF CO BARB R — 1; 而 BR = 1 则 是 一 个 比 条 件 (5) 更 强 的 条 件 , 它 意味 着 7 
= p, 即 主 观 折 现 率 与 利率 一 致 ,这 是 一 个 可 带 来 很 大 方便 且 在 直观 上 可 接受 的 
假设 . 
因 方 程 (1b) 可 改写 成 
(1 — RIL k, = c — ys 


k, = Ek, = E,C1 一 RL)? Ce, 一 y) 一 SIRE CC 一 yn j). (6) 


至 于 方程 (4), 则 可 写成 
EG — £RL^)U'(c)] = 0. (CSH 
但 从 方程 (4) 得 不 出 明确 的 结论 . 这 促使 我 们 考虑 较 特 殊 的 效用 函数 . 一 个 特别 
BER BS Ye BE XR RA e 
Ule) = c — Gn/2)c (Re <1/m), (7) 
Hp m > 04D. UU) = 1 一 mc 代入 方程 (4)' 得 
ECA — BRL ))(1— mo)] = 0. 


于 是 对 任 给 的 了 之 0 有 
plo PRL pg BRDA 
0 =E,| 1 一 BRL! ELO BRL Xu mo)]] 


=EL —fERL)u0-—mco)] (用 2.2 节 式 (33)) 
=] — (GR) — mc, + m(BR)E,c;, 
故 得 
Ecaj = oOGR) 7 + m [1l — R]. 
将 上 式 代 入 式 (6) ,经 整理 后 得 到 (注意 PR’ > 1) 
R—1 


7 Ey) R1 
c 一 [1- a] ^ 十 ye E.y,.;] mBRCR — 1Y (8) 
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式 (8) 表 明 , c, 决定 于 当前 资产 及 对 未 来 收入 的 期 望 . 这 就 是 消费 决策 问题 的 最 
优 消费 公式 , 它 是 一 个 前 向 公式 ， 若 BR =], 即 一 1/8, 则 Eci = Crs Bp c, 是 
—^ 1 ROEA 


c= (Q 一 gs, 十 21 PE») 会 yp. (9) 
今后 将 称 由 式 (9) 界 定 的 ya 为 消费 者 的 持久 性 收入 , 式 (9) 就 是 所 谓 持久 性 收入 
理论 的 一 个 典型 结果 . 式 (9) 表 明 消 费 者 的 消费 策略 是 :在 任 一 期 以 持久 性 收 
入 yn 作为 其 消费 c. 注意 为 使 式 (9) 有 意义 ,必须 yw 1/ms 为 此 ,除了 已 设 m 
适当 小 之 外 ,还 要 求 ys 相对 于 1/m 适当 小 . 还 可 注意 , 式 (9) 中 完全 不 出 现 效 用 
函数 的 二 次 项 系数 一 m/2, 因而 即使 将 式 (7) 中 的 一 m/2 改 为 m/2, KOO) th 
成 立 的 . 这 一 事实 在 2. 4. 1 小 节 中 将 被 用 到 . 


2. 3.2 消费 的 表示 


式 (8) 与 式 (9) 给 出 了 用 未 来 收入 的 期 望 值 表 出 消费 c, 的 公式 ,能 用 来 解释 
一 些 消费 现象 . 现在 我 们 提出 一 个 新 的 问题 :能 否 用 当前 与 过 去 的 收入 来 表 出 消 
3? c? 更 具体 地 说 ,希望 得 到 如 下 的 消费 表示 : | 

G) ce = Q — Pk, GOD y, + const; 

Gi) c, = GCL) y, + const; 

(ii) c = GU) Yms Ym = A — DE + y» 


EPGD = X gL, 因而 消费 表示 (i) ~ Gii) 都 是 后 向 公式 (注意 消费 表示 
O~ Gii) PAY GCL) 不 必 相 同 ). 为 简单 起 见 , 下 面 设 BR = LQUCO 仍 依 式 (7)， 
因而 式 (9) 成 立 . 如 果 希 望 将 前 向 公式 (9) 反 转 为 上 述 的 后 向 公式 Gi) 一 (十), 自 
RER y, 已 表 为 某 个 后 向 公式 , 即 y 密切 地 联系 于 其 历史 . 于 是 假定 y 有 如 下 
Wold 表示 (参考 2.1. 2C): 


y =F +B, BL) 一 J bL, (10) 
j=0 


其 中 已 满足 S oo b — 1, B & — » Ey 邦 称 5 为 收入 的 更 新 过 程 . 
以 下 推理 中 用 到 如 下 关键 结论 . 
引 理 (Hansen-Sargent,1980) ”车 y 表示 如 式 (10) ,函数 B(z) 在 1z| 委 1 
上 无 零点 , 则 如 下 等 式 成 立 : 


S gi — _ BB(B)y LB(L) — BBCB) 
218 E» = G— BBG)! A- DBL) 7 a1) 


E 将 式 (10) 代 人 上 式 后 作 以 下 计算 
> BE + -133 十 28/2 JE 


j-o 
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=] > B 十 2,8 Dy bes 


j=0 








k 


= + Xs pL. (交换 求 和 号 ) 


j-0 





u y %2 l — (BL)! 
=T + Dy bok: Br 


— X LB(L) — BB(f) _ 
=t 一 BB (y 一 3) (用 式 (10)) 





...BBQDy | LBU) — BB, 
(1 — B)BQa) (L— BYBCL) 
如 所 要 证 . Li 
下 面 依次 考虑 消费 表示 G) — Gi). 
A. 后 向 公式 
以 式 (11) 代 人 式 (9) 直 接 得 到 


.BB(B)y LB(L) — BBCB) 
oc 2E *tG-—B5B0D* @— ABC) y] 


—(-— Ak, + GL)», + BBODy/BOD, (12) 
其 中 


Lag LBD) = BBA) 
GW) = Q — Bp) Q-—BDBU)- 


因 BO 关 0,G GO 必 可 展开 为 = 的 震级 数 ,因此 
c, = Q — B), + goy: 十 gy-i 十 … + const, (12)! 

ED E 3X 0120 388] ,消费 者 依据 当前 资产 及 以 往 收 入 序列 决定 当前 消费 ,而 并 
非 仅 仅 依据 当前 收入 来 决定 当前 消费 . 

如 上 所 得 的 CCL) 依赖 于 BCL), 因而 依赖 于 y, 的 表示 . 这 就 表明 ,不 仅 消 
费 序列 c, 依赖 于 收入 序列 yo 而 且 用 (y) 表 出 c 的 函数 形式 也 依赖 于 序列 ye- 
车 收入 序列 发 生变 化 , 则 消费 c, 受到 双重 影响 ; » 的 数值 变化 改变 了 c, 的 量 ,而 
ye 的 结构 变化 则 改变 了 “ 对 收入 的 依赖 关系 . 这 一 事实 对 于 消费 理论 意义 重大 ， 
值得 加 以 强调 . 人 们 曾经 致力 于 寻求 某 种 普遍 适用 的 消费 决策 规则 , 它 以 茶 种 固 
定 不 变 的 形式 表达 消费 对 于 收入 的 依赖 ,例如 表 成 


€, 一 ia»; 十 const, 
j=0 


其 中 系数 8 与 收入 序列 的 结构 无 关 . 而 上 述 结论 表明 ,这 原 不 过 是 一 个 误区 . 这 
一 思想 首先 由 Lucas TER E A lif (Critique? (1976) P B] XR. 后 面 建立 的 几 个 消费 
公式 亦 同 样 说 明了 这 一 点 . 

考虑 由 Mauth 提出 的 以 下 例子 (参看 2.1 节 式 (29)): 
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Yie = by + & + a6, 
这 相当 于 在 式 (10) 中 到 也 一 0,B(L) = G 十 aL)/(1 — bL). 于 是 
GL) = — Bp)| L B 1+aBl— obL 


L—B8 L—fB1-—eb6Bl-aL 
L0 = [1 + ag + aLO 一 60) 
AMA + aD) 
当 la| « 1. [6| <1 if, GO) Æ lz] <1 ERLRJEAUR UR. E o — 1, MR 
(12) 有 








< 一 a — pi, + teh «E — D, . (13) 
B， 不 含 资产 的 后 向 公式 
SARAD PHA k. 如 前 面 已 用 到 的 公式 
ki = Q 一 BL) Ce, — y). 
这 结合 式 (12) 得 
a = BED. me cr ac pros BD BM, 


+ — gro BB BY. 








Gd — 580) 

=e — BBE), LBW 
' LR” C BOD 
_ BB), us 

=O — TREY Ys 

从 上 式 解 出 c 得 
_O- BBA, _« _ 
& = Ga DB) ~ 9 SOL — 9): ao 


其 中 的 C(Z) 当然 不 必 与 式 (12) 中 的 G(L) 相同 . 式 (14) 表 明 e, 完全 取决 于 当前 
与 过 去 的 收入 ， 

仍 考虑 Muth 的 例子 .以 了 = 0,B(z) = (1 十 az)/(1 一 bz) 代 人 式 (14) 得 
Q — £1 d af)Q — bL) 











“= Qq—8»5-DOtaD* (152) 
1+ aÊ 1+ af E 
= Shar = THT GÉ 5 一 1). (15b) 
形式 地 展开 式 (15b ) 得 
c = A+ af) Ce, +e, +). (16a) 
类 似 地 ,有 
Yı = €, + (1 十 a)(&., 十 Er 一 2 十 e), (16b) 
b, = — BL- 1y- Me, — y 2o Ll 1 十 ap 1+aL 
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=— Te S ale teat). (16c) 
SX (16b) 3E BH, (1 + ade, 对 增加 和 收入 持久 地 起 作用 ;对 式 (16a) 与 式 (16c) 可 作 类 
似 的 解释 . 
c WEKA 
所 谓 测 定 收 入 (measured income) € XX 
Ym = 0 — b + Ys (17) 
BI Ym 是 折 现 利息 收入 (1 一 B)&, 与 非 资产 收入 y, 之 和 . 在 类 似 的 形式 下 ,测定 收 
人 概念 见于 Friedman(1956) ,Lucas(1976) 与 Sargent(1976) 的 工作 . 联 立 式 (lb) 
”与 (17) 解 出 





y= A= Dle + B= Dyn 


以 此 代入 式 (14) 消 去 w%， 解 出 c: 得 
-[ _ ~ BY BBL) (1 — OB(QGD(G — L) 
Ba- LEB) BA- LPB) ?" 


- d — DBL 一 B) 
TAHT BHT BG LBT?" 2 OT Yw (19) 


AGO) = a 一 ABBO AR. KCL) 可 展开 为 工 的 震级 数 , 因 而 式 
(19) 是 一 合理 的 公式 . 式 (19) 表 明 , 最 优 消费 c, 取决 于 当前 与 过 去 的 测定 收入 . 

仍然 以 Muth 的 例子 来 解释 公式 (19). RR BCL) = (十 aL)/( — L), 则 依 
式 (19) 算 出 


GG.) = (1 + ag) CL — B) lctaf 
° — Bd FaLa- DA Fal) 1+ aBL’ 











t ] i aBL>™ Ym,t j? 


=0 


这 接近 于 Friedman 的 结果 . 若 在 式 (20) 中 令 a 一 一 1《 相 当 于 取 y, — y 4r 6 ), 则 l 
得 到 





C, 一 ib 一 《〈] 一 p Dy P Imei 
iX IEJÉ Friedman 所 用 的 消费 公式 ,其 特点 是 它 与 消费 者 的 效用 公式 有 同样 的 折 
MAR. 其 次 ,以 式 (20) 代 人 式 (18) 消 去 co 解 出 


„ =[ 7AE. 了 十 ap | B-L ] 
Ra D i-a tt BOT 
sL tapL, 1 + BL. 

TiaLY  q1—L 7" 


然后 用 2. 1 节 式 (28) 得 
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Ly - 
Ey» 一 | Lb PL, i 


P. =c, (用 式 (20)) (21) 


可 见 c, 是 对 未 来 任 一 期 的 测定 收入 之 预期 . RE Yme = c 这 样 简洁 的 公式 ,在 
经 济 分 析 中 殊 不 多 见 ,是 很 值得 珍视 的 . 


2.3.3 各 种 推广 


对 问题 (1) 的 分 析 导 致 高 度 简洁 与 规则 的 结论 ,这 使 得 所 构成 的 模型 具有 令 
人 满意 的 示范 性 质 ,因而 为 其 他 许多 模型 所 仿效 . 不 过 ,鉴于 消费 行为 所 固有 的 
复杂 性 ,对 于 现 有 模型 完美 性 的 任何 幻想 都 可 能 被 现实 所 粉碎 ,对 于 模型 的 各 种 
修正 是 不 可 避免 的 . 实际 上 ,从 各 种 不 同 角度 构建 的 消费 理论 是 如 此 多 样 ,以 至 
无 法 作 一 个 最 粗略 的 概括 . 下 面 列举 的 几 个 模型 ,只 是 在 作为 模型 (1) 的 补充 这 
一 点 上 有 某 种 代表 性 , 远 不 能 认为 已 包括 已 知 的 主要 消费 模型 . 况且 ,一 旦 掌握 
了 构造 模型 的 基本 方法 ,就 不 难 建立 一 些 新 的 消费 模型 ,使 之 考虑 到 某 些 迄今 被 
忽视 的 因素 . 至 于 这 种 新 的 模型 是 否 导 致 实质 上 新 的 结论 , 则 是 另 一 个 问题 . 

A. 预算 约束 的 修正 


1—L 
+ 1 + aBL>”™ 








预算 约束 方程 (lb) 可 修正 为 
kai RG,—c6) y aby 
或 
hig, = Rk, + y — 6. Gb)” 


直观 上 ,方程 (1b) BRAWA » 在 上 期 与 上 十 1 期 之 间 并 未 转化 为 带 来 收益 的 
资本 ;例如 , y, 是 1 期 末 进 账 的 .对 方程 (1b)" 可 作 类 似 解释 , 从 经 济 意义 上 说 ,条 
件 (lb) 被 替换 成 条 件 (lb)' 或 条 件 (1b)" 之 后 ,问题 (1) 已 不 再 与 原 问 题 一 致 了 . 
但 我 们 要 立即 指出 ,对 于 改变 后 的 问题 并 不 需要 重新 进行 分 析 , 只 要 通过 一 
个 简单 变换 形式 上 将 其 转化 为 原 问题 就 够 了 .事实 上 EO J= y/R cR, 
则 方程 (lb》 与 方程 (lb) "可 分 别 写 成 
Ea 一 Rk, + 3. 一 c) 
与 
kri = REA, +, — G), 
在 形式 上 ,这 已 与 方程 (lb) 一 致 了 . RH, REN 7, Ry (或 还 以 5 替换 c )， 
就 可 直接 使 用 2. 3. 1 小 节 与 2. 3. 2 小 节 中 的 所 有 结果 ,而 不 必 重 新 推导 . 甚至 不 
必 逐 个 写 出 新 约束 条 件 下 的 消费 表示 ,只 需 举 出 若干 结论 作为 释 例 就 够 了 . 
仍 设 BR = 3,UCO KAD. 不 妨 考 虑 预算 约束 (1b)", 则 
OG) A RTU C) = à — GR/2)8, m 一 Rm. 
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与 式 (9)、 式 (10)、 式 (12) 对 应 的 公式 分 别 是 


5 一 (一 BA 十 SBE Ja) ， 
= PF + BLE (& = e/R), 
@ = (1— Bk + GL), + B'BGDy/BOD, 
其 中 GCL) 依 式 (12). 回复 到 原来 的 记号 c,y 得 到 
c= (1— BRA + $E), 
c = Q — DRE + G(L)y, + BBODS/BOD. 
分 别 将 以 上 公式 与 式 (9)、 式 (12) 比 较 , 可 以 发 现 其 改变 是 轻微 且 简 单 的 . 
B. 一 个 消费 投资 模型 
如 同上 段 一 样 ,依然 使 用 约束 (lb)”, 且 设 BR = 1, 但 以 所 谓 纯 收入 或 可 支 
配 收 入 
Yn = rk, + y: (22) 
替代 与 之 类 似 的 测定 收入 Ym RRD). 我 们 的 目标 是 :以 yu RE T A Akai 
= ky 一 ,7, 理解 为 消费 者 的 投资 . 鉴于 (用 上 段 的 记号 》 
$42 By, = A — Dh + Je = Sus 
如 同上 段 中 指出 的 ,我 们 并 不 需要 新 的 数学 推导 ,只 需 套 用 2. 3. 2C 中 的 结果 就 
ET. 于 是 


I, 一 rk, + Ye T C (用 式 (1b)”) 
on (用 式 (22)) 
Rl A DBO A) 
~ Rl — a — BYBCOL — BO — LEBL) [Be 《用 式 (19)) 


.,8-—DLO — BG) —Q DBJ, a 
m G — BXBODL— Bü — LYBE) "= GCL) ya. (23) 


GG) 可 展开 为 x UREA, DR 1 55 (2207 — A BEL B 8] I. 式 (23) 表 明 , 最 优 
RE I, 取决 于 当前 与 过 去 的 纯 收 入 . 
还 是 以 Muth 的 例子 来 解释 公式 (23). 取 BCL) = A+ aZ)/(1 一 工 ， 则 


GG) = —EQ - HU t «8 — toa] -28 一 1 
(1— 8) 4 aBL— 80 — LA aD) 1 十 ap * 


于 是 依 式 (23) 有 

I= EO bo» 2;C aBY (Int ji 一 站， (24) 
公式 (24) 可 解释 为 : 当前 投资 是 过 去 纯 收 入 年 增 量 的 加 权 和 ， 权 数 就 是 
(— ab, 注意 lag] x B « 1. 
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为 得 出 公式 (23), 亦 可 用 2. 3. 2C 中 的 方法 ,而 不 必 套 用 2. 3. 2C 中 的 结果 . 
首先 联 立 式 (1b)" 与 式 (22) 解 出 
rLc, + (1 — RD) yu 
we  1—L  ? 
然后 与 已 三 (L — Ryo) 及 


MM LBQ)-—BB(D, 
a= 0- D[R& “GR, Or P| 


SER os 最 后 由 了 二 y, — c, 即 得 出 式 (23). 当然 ,这 需要 作 较 多 的 计算 , 总 
之 , 尽 可 能 利用 已 知 结果 是 十 分 重要 的 . 

C. 临时 消费 

因 c, = yw， 即 消费 永远 与 持久 性 收入 一 致 ( 依 式 (9)) ,除了 收入 变化 所 引起 
的 波动 之 外 ,消费 并 无 自身 的 波动 ,这 就 将 消费 行为 完全 理想 化 了 . 实际 上 ,如 
Friedman 等 人 所 指出 的 ,消费 亦 可 能 存在 并 非 收 入 变化 引起 的 随机 波动 , 即 出 
现 所 谓 临 时 消费 (Friedman 用 语 ), 它 取决 于 消费 者 的 兴趣 或 偏好 的 随机 变化 . 
为 了 反映 这 种 随机 波动 ,对 模型 的 改变 依赖 于 效用 函数 的 修正 . 今 将 式 (7) 修 改 
为 





Uc) = (mu)e — Cm/2)c?, (25) 
其 中 EARE, BECS y 互相 正 交 , Eu; = u(t). 由 式 (25) 得 出 
U'(c) = 1 — me, + mu. 以 此 代入 Euler 方程 (4) ,得 到 
ELOA — £7D5(6,—u)2]20, 
其 中 仍 用 到 条 件 BR = 1. 然后 如 同 在 2. 3. 1C 中 所 作 的 一 样 得 出 
Eca; = EL le, — u) = EC — wu) —c6—uw Gl). (26) 
x (26) 38 8H ,最 优 消费 c, BARE PR, RAE u = 0. 这 就 对 Hall 的 基本 结论 
(ca 是 一 个 拷 ) 作 出 了 修正 , 且 这 一 修正 源 于 消费 者 消费 倾向 的 随机 波动 . 
以 式 (26) 取 代 Ec; = 621), 2.3.1 小节 与 2.3.2 小节 中 的 所 有 公式 都 
应 作 相 应 修正 . 这 一 修正 的 过 程 并 无 实质 性 的 困难 ,因而 无 需 详 细 列 举 所 有 经 修 
正 后 的 结果 .不 过 ,指出 最 开头 的 几 步 ,对 于 修正 模型 获得 某 种 更 具体 的 印象 ,还 
是 有 益 的 . 
以 式 (26) 代 入 式 (6) 后 得 


k, = 18 mL E yj) te 一 a= EEs 和 一 - 3e IE 
由 此 解 出 c， 即 得 到 式 (9) 的 如 下 推广 : 
c= (Q 一 P) (k + 2B Eyes) + Bu, = yn + Bu,. (27) 


与 式 (9) 相 比 , 式 (27) 右 端 多 出 的 一 项 Bu 就 是 临时 消费 ， SER XX. 直接 由 
式 (27) 与 式 (26) 推 出 _ 
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Eyputi ES; — Riess) 
=e — a = yy — A — Pu GÈ). 

D. 生产 力 冲击 

在 问题 (1) 中 ,目标 函数 的 改进 余地 是 很 有 限 的 ,主要 的 修正 集中 在 预算 约 
RE. EA 段 中 已 提出 两 种 轻微 的 修正 , 作 其 他 选择 的 余地 还 相当 大 . 约束 条 件 
Cb) (或 条 件 (1b)'、 条 件 (1b)”) 的 特点 是 , 除 资产 的 利息 收入 之 外 ,其 他 收入 都 
第 统 地 装 进 y, 这 只 口袋 中 了 . 这 显然 是 一 种 高 度 的 简化 . 更 细 化 的 处 理 不 免 要 
涉及 消费 者 的 投资 与 生产 行为 ,当然 这 样 一 来 ,我 们 就 从 单纯 的 消费 理论 进入 其 
他 领域 了 ,而 这 并 不 是 本 节 的 任务 ,下 面 仅 以 一 种 最 简单 的 形式 触及 消费 者 的 生 
产 行为 . 

假设 消费 者 如 此 介入 生产 过 程 , 使 得 他 的 预算 约束 (1b) 代 之 以 条 件 

kii fi — 6. (28) 

不 妨 这 样 解释 条 件 (28) :消费 者 将 其 全 部 资产 k 投资 于 一 家 公司 (可 设想 该 公 
司 正 是 消费 者 独自 经 营 的 ) ,其 生产 函数 为 % = LOO y 是 消费 者 的 唯一 收入 ， 
而 y, 一 c, 成 为 下 期 的 生产 投入 .生产 函数 CO 与 上 有 关 表 明 , 生 产 过 程 经 受 某 
种 不 间断 的 扰动 , 即 本 段 标 题 所 称 的 生产 力 冲 击 ， 

为 求 问题 的 最 优 性 条 件 , 用 2. 3. 1B 中 的 方法 (ii), 即 以 c = yi — Eu AG 
用 函数 ,然后 得 出 一 阶 条 件 


0- E[x- eu) |= E[— U' (e) + BU Gu fa ers 
即 
U'(e) = BEU' Cor P aa hid], (29) 
这 就 是 与 式 (4) 对 应 的 Euler 方程 . 要 从 方程 (29) 明 确 地 求 出 最 优 消费 与 资本 的 
最 优 路 径 ,当然 必须 对 UC) 与 CO 作出 更 强 的 假定 . 


考虑 如 下 特殊 情况 : 设 Uc) = Inc , f,(k) 一 A,k*,A, > 0,0 < a< 1 , 则 代入 
方程 (29) 后 得 出 


cr 一 aBE,[ A, etl] cu, ]. (30) 
试 以 c = by, RAR GOD ETT IE US : 
d _ pf Anika 17]. 1 _ 1 
ac, [za |= Ex |= Elg 一 €) |= (1 一 b) 


这 就 得 出 5 = 1 一 aB, 从 而 
c, = (1 — ap)y,= (0 — ap) Aki (31) 
就 是 所 求 的 最 优 消费 计划 . 由 式 (31) 可 作出 以 下 结论 ; 
GD 产 出 y, 被 分 为 消费 (1 一 ap)y 与 下 期 投入 oy, 这 两 部 分 ,分 配 比例 固 
定 不 变 , 不 受 生产 力 冲 击 ( 体 现 为 4, ) 的 影响 ， 
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Gi) 生产 力 冲击 4 通过 k = aby, 传递 到 下 期 ,进而 影响 到 全 过 程 ; 
GD 利用 等 式 ln kai = aln k, + In A, + const, 可 通过 某 个 线性 回归 估计 
来 确定 参数 o. 


2.3.4 资产 定价 模型 


消费 决策 模型 的 最 令 人 注意 的 应 用 之 一 就 是 由 其 导出 资产 定价 公式 ,这 类 
公式 为 股票 市 场 或 其 他 证 券 市 场 的 理论 分 析 提 供 了 依据 ,或 至 少 提供 了 有 益 的 
BG. 

A. 定价 公式 

为 达到 预定 目的 所 需 的 模型 基于 对 间 题 (1) 的 改造 ,主要 是 修正 预算 约束 方 
程 (lb) ,使 之 考虑 到 多 种 有 不 同 收益 率 的 资产 . 设 消费 者 可 自由 地 选择 ”十 1 种 
资产 i 一 0,1,…,n, 资产 i 的 利率 为 一 ,及 一 1 二 7(0 委 ;i 委 站， 约定 资产 0 是 
无 风险 资产 或 安全 资产 , 令 r 二 xr'; 而 其 他 资产 为 风险 资产 ,这 意味 着 地 (1 CX 
n) 是 随机 序列 ,随机 性 即 意味 着 风险 (今后 应 始终 保持 这 一 理解 )0. 消费 者 为 分 
散 风险 ,通常 选择 某 个 适当 的 资产 组 合 ,这 意味 着 选择 资产 i 的 份额 w, 使 得 
Die 一 1. 约定 


Ra = YR im = MR + Ra[1— Yl. (32) 
消费 者 选择 6 与 名 (1 <i <n), 解 如 下 消费 效用 最 大 化 问题 ， 

| max E, BUG), (33a) 

s t kaa = Raa lk dy — Oo), Rig, 依 式 (32). (33b) 


问题 (33) 中 的 BUC) 与 如 同 问题 (1), 不 必 解 释 . 

从 形式 上 看 ,条 件 (33b) 与 条 件 (lb) 并 无 区 别 , 因 而 问题 (33) 的 最 优 性 条 件 
自然 包括 了 Euler 方程 (4), 但 是 还 不 够 ,选择 变量 (1 Li oO 的 出 现 使 得 需 
要 一 组 新 的 一 阶 条 件 : 


0—E, [SS |= EU co z] 





-E[v' conu S| (用 式 (33b)) 
—EL[U' CORAM Gua — 040] O8 X C25) 
© 在 日 常用 语 中 ,风险 "一 词 多 少 包含 有 负面 的 意义 ， 与 此 不 同 ,在 经 济 学 中 “风险 "应 完全 作为 一 


个 中 性 术语 使 用 , 它 除了 体现 结果 不 确定 之 外 , 别 无 它 意 ; 或 者 说 ,风险 就 是 随机 性 . 当 你 将 风险 与 损害 联 
系 在 一 起 时 ,就 应 想到 风险 亦 可 能 与 机 过 联系 在 一 起 . 
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—ELBU' GLO Roa Ga — re) J 《用 式 (4)) 
—BG, + y ~ DELU’ Coa.) ua n0]; (用 式 (33b)) 
即 
ELU’ ce 一 ri 一 0 Gsisxn»n. (34) 
由 式 (34) 进 而 得 出 
E,[U' Cemi) JE, Gin, — rea) + cov, (U' cr — ra) = 0, 
从 而 


|. 60v QU' C44) ra 


E,LU' C41) 4 (1 <i <n). (35) 


Evia. 一 r = 


这 就 是 所 谓 消费 资本 资产 定价 公式 (CAPM) , 它 表 示 风 险 资 产 ;(1 <i D 的 
风险 溢价 ( Era 一 raa ) 与 协 方 差 cov QU' Cray) ri MAR. 

定价 公式 (35) 尽 管 简洁 而 富有 启发 性 ,但 仍然 是 欠 明 朗 的 . 为 增强 其 表现 
力 , 除 了 选择 特殊 的 效用 函数 之 外 , 另 一 途径 是 将 右 端 代 以 某 个 一 阶 近 似 . 为 此 ， 
定义 序列 z 的 增长 率 g: 为 


gr = — = 1, (36) 
于 是 消费 增长 率 gu = Ac/c 为 简便 记 , 下 面 令 g 二 ga. 24 Aciti 充分 小 时 ,由 
微分 公式 有 
U' Cleri) =œ U' (e) + U" Ce, Aei = Ul CDA — Gg), 
其 中 6 =— cU") /U' Cc) 是 效用 函数 UC) 的 相对 风险 厌恶 系数 , 它 一 般 与 : 
AK. BAR UC+) 是 CRRA 效用 函数 或 者 c= c. 将 以 上 结果 代入 式 (35) 得 


E.G — 68141) 


A TOV, CE 04442 d 十 TEB) 


Eriti 一 ra © 一 


Fe OOV, CEt) 
其 中 认定 gua 是 充分 小 的 量 Aca 同 阶 ), 因 而 可 略 去 gi 这 就 得 到 
Eriti 一 raa © COV, arii, (37) 
或 略 去 时 间 指 标 , 简写 为 
Exi — r 2 ocov(g, rò). (37)' 
公式 (37) 表 明 , 风 险 洲 价 与 cov Gg, 70 成 正比 ;消费 增长 率 与 二 相关 性 愈 大 A 
7* i 的 期 望 收 益 率 就 愈 高 ;车 g. Sr ERK, Mo 愈 大 ( 即 消费 者 愈 厌恶 风险 )， 
资产 i 的 期 望 价格 也 愈 高 . 
B. 8 系数 
现在 给 出 资产 定价 公式 (35) 的 一 个 重要 特殊 形式 . 设 有 某 个 复合 资产 m, 
其 利率 x" 满足 条 件 
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U' (e) = const 77. (38) 
B rn RB, 由 式 (35) 得 


cov, (U' CT) ee) 








Ey — ri =— EU’ Cai) 
=— Var, C7 )/Ern. CFA X (38) ) 
将 此 式 再 用 到 式 (35) 得 
Erin — rn = ERU (用 式 (38)) 
COV sit) Varia) 
Var, ria) Eria 
故 得 
Eri ~ ra = BME, — ra) (Sign), (39) 
其 中 
Bi = cov, Gs rir) /Var Ga). (40) 


式 (39) 是 应 用 金融 学 中 广泛 使 用 的 一 个 公式 , 它 给 出 了 预期 资产 价格 Enn 与 
预期 市 场 价格 ELA. 之 间 的 一 个 简单 的 线性 关系 ,通常 称 为 证 券 市 场 线 方程 . 当 
然 , Ex 人 :能 和 否 起 市 场 价格 的 作用 取决 于 资产 mm 的 构成 . 可 设想 m 是 市 场所 有 可 
交易 资产 构成 的 复合 资产 ,因而 其 价格 不 妨 就 看 作 资 产 的 市 场 价 格 ;或 者 干脆 
说 ,资产 m 就 代表 了 市 场 ! 于 是 公式 (39) 意 昧 着 ,给 定 资产 ; 的 风险 溢价 与 期 望 
市 场 利 率 超 出 安全 资产 利率 的 部 分 成 比例 ,8 就 是 比例 系数 . 依据 资产 i 与 m 的 
相关 性 质 ,系数 6B’ 可 正 、 可 负 , 亦 可 为 零 , 因 而 消费 者 期 望 的 风险 洲 价 亦 可 正 、 可 
负 或 为 零 . 与 公式 (35) 相 比 , 公 式 (39) 的 明显 优点 是 它 不 直接 涉及 消费 者 的 偏 
好 ,系数 B! 可 通过 一 个 简单 的 回归 估计 得 出 . 这 就 使 公式 (39) 在 商业 中 被 方便 
地 应 用 . 公式 (39) 特 别 被 用 于 股票 市 场 分 析 , 而 m 被 理解 为 整个 股票 市 场 . 

C. Lucas 模型 

Lucas 提出 了 一 个 很 独特 的 资产 定价 模型 . 设 有 x 种 风险 资产 i(== 1,2,…， 
n), 资产 i 的 价格 为 pi. 单位 资产 i 的 红利 为 di, > 

DP: = (pl pia p)", di = (did? di)". 
VÀ x, = Gri.zxb.es.2x1) 记 消 费 者 在 1 期 至 i 十 1 期 之 间 所 持 的 资产 组 合 , 则 消费 
者 的 预算 约束 为 
pix = (pi dx, — c. (41) 

设 进入 均衡 状态 之 后 x, =x, 则 由 式 (41) 得 出 c = dix, 即 消 费 者 将 资产 收益 全 
部 用 于 消费 ,这 意味 着 收益 是 不 可 储存 的 . Lucas 用 “果树 ”来 解释 资产 ,收益 就 
是 “果实 ”, 它 必须 在 当期 消费 掉 . 这 一 “果树 模型 ” 初 看 起 来 似 不 现实 ,但 它 颇 能 
说 明 问 题 . 
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现在 来 求 出 问题 (1a)、 方 程 (41) 的 最 优 性 条 件 . 从 方程 (41) 解 出 ce, 代入 效 
用 函数 ,然后 得 出 一 阶 条 件 : 


0 -E [22 " ga a] 


9 Xi 9X1 





=E,[— U' (c,) p, + BU! (c Ga + d]. 
这 就 是 一 阶 向 量 差分 方程 
ELCA — BL7~')U' Cop, ] = PELU" Cod, ]. (42) 
3X (42) BE E IRL BH C130 HEADH Euler WH. 
利用 2. 2 节 中 的 式 (34) 与 式 (33), 从 方程 (42) 解 出 
U' (c) p, =E — B8L^8L^'U' Cc)d,] 


一 5 BiE,LU! (64544; ] , 
这 就 得 出 资产 定价 公式 


= SP ELA" (c4) /U' (c,) ]. (43) 


式 (43) 表 明 ， 价格 向 量 p. 取决 于 对 未 来 ( 含 当前 资产 红利 及 边际 效用 的 预期 
这 一 结论 无 疑 是 合理 的 . 
要 从 式 (43) 得 出 更 具体 的 公式 ,必须 对 效用 函数 UC(*) 作 更 特殊 的 假设 . 考 
起 如 下 两 种 特殊 情况 . 
G) BEU"C-) = 0 (消费 者 风险 中 性 ), 则 式 (43) 简 化 为 
P. = >P "Ed. ;, 


=1 


这 意味 着 ， 资产 价格 是 对 未 来 折 现 总 红利 的 预期 直观 上 ,这 一 结论 的 意义 是 明 
显 的 . 

Gi) EUO = Inc, Hn =1,2,=1 (消费 者 保持 拥有 一 株 “ 果 树 ”), 则 依 
RAUDE co = d,, 于 是 由 式 (43) 有 


在 这 种 情况 下 , b. 仅 取 决 于 当期 红利 d. 
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2.4 税收 与 政府 开支 


上 节 的 方法 经 适当 改造 之 后 可 用 于 政府 决策 问题 . 政府 决策 行为 对 于 宏观 
经 济 运 行 的 重要 性 是 不 言 而 喻 的 . 宏观 经 济 模型 通常 涉及 某 种 形式 的 政策 分 析 ， 
本 节 并 不 能 给 出 这 类 分 析 的 系统 讨论 ,只 是 在 联系 于 消费 决策 模型 的 角度 给 出 
儿 个 较 简 单 的 政策 决策 模型 . 

政府 决策 主要 涉及 三 个 变量 :税收 T,, 政府 开支 G 与 政府 债券 B (准确 地 
说 , B. 记 未 偿 政 府 债券 存量 或 国债 余额 ). 政府 主要 依靠 税收 来 实现 政府 开支 . 
但 政府 开支 不 可 避免 地 受到 各 种 不 可 控制 的 因素 的 影响 而 出 现 随机 波动 ,通常 
未 必 恰 好 有 G = T, 由 此 产生 的 政府 财政 缺口 由 发 行 国债 来 平衡 . 政府 对 这 些 
变量 的 调控 ,无 疑 是 一 个 复杂 的 动态 决策 过 程 . 按照 本 书 的 基本 思路 ,将 政府 决 
策 纳入 到 某 个 跨 时 最 优 决 策 模型 的 框架 之 内 ,固然 难免 有 简单 化 之 嫌 , 但 亦 不 失 
为 一 种 可 供 选 择 的 方法 . | 

不 过 ,经 过 初步 的 考察 就 会 发 现 ,政府 决策 问题 远 不 像 消费 者 决策 问题 那样 
单纯 . 首要 的 问题 是 :政府 的 决策 目标 是 什么 ?消费 者 追求 效用 最 大 化 ,厂商 追求 
利 渔 最 大 化 ,投资 者 追求 收益 最 大 化 ,这 些 都 是 非常 明确 而 毫 无 疑义 的 . 但 政府 
的 决策 目标 似乎 并 不 明确 ;相应 地 ,决策 变量 似乎 也 并 非 注定 不 变 . 政府 作为 社 
会 利益 的 代表 ,似乎 主要 关注 政府 开支 G, 的 选择 ,并 以 实现 社会 福利 最 大 化 为 
其 目标 ;但 实际 上 ,政府 开支 在 很 大 程度 上 是 一 个 由 历史 与 环境 决定 的 量 , 政 府 
自主 选择 的 余地 可 能 很 小 . 或 许 , 政 府 更 加 关注 如 何 调节 税收 与 债务 ,以 实现 财 
政 稳定 为 其 目标 . 总 之 ,政府 的 决策 目标 未 必 是 单一 的 ,其 主要 决策 目标 可 能 随 
环境 或 体制 的 变更 而 改变 . 由 此 而 形成 的 复杂 情况 只 能 由 多 种 不 同 的 模型 来 描 
述 , 因此 ,出 现 一 些 形式 各 异 的 政府 决策 模型 是 很 自然 的 事情 . 本 节 所 演 虑 的 政 
府 决策 模型 ,自然 只 是 多 种 可 用 模型 的 特例 . 


2.4.1 最 优 税收 模型 


下 面 考虑 由 R. Barro(1979) 提 出 的 模型 , 它 以 实现 某 种 最 优 税收 为 政府 决 
RAR. 从 方法 上 考虑 ,该 模型 的 价值 在 于 , 它 以 税收 的 形式 重建 了 持久 性 收入 
的 消费 理论 ,从 而 显示 出 政府 决策 与 消费 者 决策 之 间 令 人 惊异 的 深刻 类 似 性 . 

A. 模型 与 最 优 性 条 件 

Barro 认为 ,政府 开支 C, 是 一 个 非 政府 所 能 选择 的 随机 过 程 . 另 一 方面 , 政 
府 能 够 调整 税收 T,. 从 长 期 来 说 ,政府 必定 依据 G 选择 T, 以 实现 长 期 预算 平 
衡 ; 但 在 短期 内 ,政府 不 能 不 致力 于 稳定 税收 ,使 之 不 因 政 府 开 支 的 随机 波动 而 
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受到 过 大 的 冲击 . 因此 ,政府 的 决策 目标 是 最 小 化 税收 的 扭曲 @. Barro 将 税收 的 
扭曲 界定 为 


LEDT) o«8«np, 


其 中 DC) 是 所 谓 扭曲 函数 (与 效用 函数 对 照 )) , 它 满足 条 件 D' CO > 0,Dr(.) 
2» 0. 为 具体 起 见 , 下 面 采 用 二 次 扭曲 函数 (对 照 2. 3 节 式 (7)) 


DO») =T + (m/2)T? (n> 0). (1) 
于 是 ,政府 决策 问题 可 表 为 
min E. 2, DT), (2a) 
s. t. Ba, 一 RCB, 十 G, 一 TO » B, AR (2b) 
B, =F, DR- T, — G). (2c) 


其 中 条 件 (2b) 与 条 件 (2c) 分 别 为 政府 的 动态 预算 约束 与 跨 时 预算 约束 ,二 者 显 
然 分 别 对 应 于 2. 3 节 中 的 方程 (lb) 与 方程 (lc) ;与 2. 3 节 中 一 样 , 尺 一 1 十 rr 是 
债券 利率 . 为 更 好 地 与 2. 3 节 对 照 , 下 面 假定 BR = 1. 这 就 可 将 式 (2b) 写 成 
BBa — B, = G,—T,, 

它 表 明 按 现 值 计算 的 新 债券 发 行 量 恰好 平衡 预算 缺口 ,因而 使 政府 免除 财政 赤 
F. 

监 于 问题 (2) 在 形式 上 与 2. 3 节 中 的 问题 (1) 几 乎 完全 相同 ,如 果 抛 开 问 题 
所 表达 的 经 济 内 容 , 仅 将 它 作为 一 个 数学 问题 来 看 待 ,那么 它 与 2. 3 节 中 的 问题 
(1) 就 完全 不 必 区 别 . 这 就 可 以 直接 引用 2. 3 节 中 的 结论 ,而 不 必 重 新 推导 . 例 
如 ,我 们 可 直接 写 出 以 下 结论 : 跨 时 预算 约束 条 件 (2c) 等 价 于 横 截 性 条 件 


limE,(8‘B,) = 0. (2c)! 
对 应 于 2. 3 3535 (4), (2) Euler 方程 为 
D' (T,) 一 BE,[ RD’ (Tray). (3) 
ET, 一 T, * 


即 税 收 T, d —^4- RR. 进而 依 2. 3 节 式 (9) 有 


T, = ü0—BD(B + 8PEG & Gy (4) 
j=0 . 


@ 古典 经 济 学 派 认 为 ,经 济 运行 应 完全 受 市 场 力 量 支配 ,政府 的 任何 介 人 都 会 或 多 或 少 于 扰 市 场 
机 制 的 正常 发 挥 ,因而 造成 市 场 的 某 种 扭曲 ,使 得 市 场 交易 并 非 完 全 依据 供需 平衡 所 决定 的 市 场 价格 进 
行 . 政府 征 税 , 亦 无 例外 地 将 扭曲 市 场 ,这 种 扭曲 自然 随 税收 的 增加 而 加 重 . 但 如 本 节 一 样 用 一 扭曲 函数 
来 描述 扭曲 , 则 显然 是 一 种 高 度 简化 的 处 理 . 
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其 中 G: 称 为 持久 性 政府 开支 . 因此 , 式 (4) 表 明 最 优 税收 取决 于 持久 性 政府 开 
支 ,后 者 又 取决 于 政府 的 当前 债务 及 对 未 来 政府 开支 的 预期 . 这 就 达到 了 与 消费 
理论 形式 上 完全 一 样 的 结论 ,因而 我 们 毫 不 费力 就 得 到 了 一 个 基于 公式 (4) 的 持 
久 性 政府 开支 理论 . 

两 个 初 看 起 来 似乎 完全 不 同 的 经 济 决策 问题 ， 居然 具有 数学 上 完全 相同 的 

结论 ,这 一 事实 具有 重大 意义 , 它 表明 动态 宏观 经 济 理论 的 某 些 方 法 具有 令 人 惊 

异 的 一 般 性 . 这 似乎 预示 着 形成 某 种 一 般 理论 的 可 能 性 . 

B. 税收 的 表示 

这 一 标题 表明 ,下面 的 内 容 正 是 与 2.3.2 小 节 相 对 应 的 . 如 同 2. 3 节 式 (10) 
一 样 , 设 定 Wold 表示 


G,—G-FBQOes, BL) = Y, (5) 
j=0 


其 中 与 满足 Ie «oo Bb, — 1. 式 (5) 表 明 G, 是 一 个 平稳 序列 ,对 于 一 个 成 熟 
和 且 稳 定 的 经 济 体 ,这 一 假设 是 合理 的 . 
因 可 直接 移 用 2. 3. 2 小 节 中 的 结果 ,下 面 只 需 列举 主要 的 公式 ,并 作 一 些 简 
略 的 解释 ,而 不 必 去 重复 实质 上 同样 的 论证 . 
G) RI B. S GG « 0 ERT. 依 2.3 节 式 (12), 有 
» = (1 — BB, + G(2G, + BBCODG/BOD, 


— Q — ALB) — BBCP) . (6) 
Guo = (L= DB) . 


式 (6) 表 明 , T, 取决 于 当前 债务 及 以 往 政府 开支 ; 且 T, 的 表示 依赖 于 序列 G 的 
结构 ,因而 不 存在 一 种 由 政府 开支 决定 税收 的 普遍 适用 的 公式 . AR G = 0, 则 
BD = +ab)/Q—L) (al <1), 
Bp 
G, = G1 + & + a&.,, (7) 
则 由 2. 3 PRADA 


AL 1-Faf + aL — B) 
T,— 0 — DB, + AAG. (8) 


GD HH G;,G « D BRT. 由 2.3 节 式 (14) 有 
i = G(L)(G, —G), . 
|. (1 — BO») (9) 
GU) = G—TI BOY 
式 (9) 表 明 T, 完全 取决 于 当前 与 过 去 的 政府 开支 若 序列 G, 由 式 (7) 给 出 , 则 依 
2.3 节 式 (15b) 有 


lta jm 
T, = ESEG, = (1 + ap) (— aYG.,. a0) 
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形 如 2. 3 节 式 (16a) 一 式 (16c) 的 公式 ,在 此 处 亦 有 类 似 的 推广 , 且 可 作出 类 似 的 
直观 解释 . 例如 ,对 应 于 2. 3 节 式 (16a) 的 类 似 税 收 公式 表明 ,政府 开支 的 得 期 冲 
击 ( 如 一 次 战争 的 冲击 ) 对 税收 有 长 期 影响 . 
Gi 用 测定 政府 开支 表示 T. 仿照 2. 3 WRAD, EX. 
Gm = (1 — B)B,+G,, l (11) 
MHK 2.3 PRADA 


T= GQ — PBA — ff - 
' Q — B*BODL — BO — L)’B(L) 


E G 依 式 (7), 则 依 2. 3 35535 (200 5 X (2178 


Gu ^ GQDG,,. a2) 





ltag,- S Cc aBYG 
T, = F aple" = Q0 + ap) 2 apB)7G ss (13) 
EG, =T, (k2 0). (14) 


2.4.2 营利 性 政府 开支 


Barro 模型 在 数学 上 的 简单 性 以 及 因此 而 导致 的 结论 的 规则 性 ,无 疑 是 令 
人 惊异 的 优点 .但 从 现实 性 的 角度 考虑 ,其 完美 性 就 大 打折 扣 了 .要 之 ,Barro 的 
假设 过 于 理想 化 了 ,实际 情况 要 复杂 得 多 . 因此 ,对 Barro 模型 必然 可 提出 各 种 
修正 .一 个 自然 提出 的 修正 是 :政府 开支 G 并 不 是 一 种 纯 支 出 , 它 可 能 给 政府 带 
来 收益 ,因而 需 实质 性 地 修正 政府 预算 约束 方程 (2b). 

A. 模型 描述 

营利 性 的 政府 开支 是 大 量 存在 且 被 广泛 认可 的 ， 例如 ,政府 可 直接 向 实业 界 
投资 ;政府 在 市 场 利率 下 向 产业 部 门 贷款 ;政府 投资 于 公共 教育 部 门 , 促 使 生产 
力 提高 ,因而 从 税收 的 增长 获得 回报 ;等 等 .所 有 上 述 政府 开支 都 给 政府 带 来 收 
益 , 称 这 些 开支 为 资本 账户 上 的 开支 . 以 天 , 记 政 府 拥 有 的 资本 存量 , 它 给 政府 带 
KKA rK. L AK m = Kini — KD 就 是 政府 在 资本 账户 上 的 开支 . 现在 C: 则 
记 政 府 的 非 营 利 性 开支 ,于 是 政府 预算 约束 方程 (2b) 应 修正 为 

B4; =R(B,+ G+ IL—T,—rK) 
—R(B, + G, — T, + Kr — RK,). (2b) 
一 个 很 值得 注意 的 有 趣事 实 是 ,条 件 (2b)' 可 改写 成 
B,,, — RK, = R(B, — RK, + G, — T). 
这 就 表明 ,只 要 令 B, = B, 一 RK,, 就 可 将 条 件 (2b)' 写 成 
B, —RG,-G -—T), 

而 这 在 形式 上 已 变 得 与 条 件 (2b) 完 全 一 样 了 .于 是 ,营利 性 政府 开支 的 决策 问 
题 可 表 为 
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min E, >) A'D(T,), (15a) 

t t=O 
s.t. Ba, =R(B,+G6,—T), (15b) 
lim E,(R~'B,) = 0. (15c) 


式 (15a) 中 的 扭曲 函数 D+) 仍 取 为 式 (1) 的 形式 . 横 截 性 条 件 (15c) 相 当 于 
limEe[R“(B， — RK,)] = 0. 

RAV A LTT ,问题 (15) 与 问题 (2) 显 然 有 别 ;但 就 其 数学 形式 而 言 , 二 者 
竞 然 完全 相同 ! 初 看 起 来 ,这 是 颇 令 人 惊异 的 . 注意 ,得 出 问题 (15) 只 是 用 了 一 个 
小 小 的 数学 技巧 , 即 以 B= B, 一 RK, 代替 B. S B 比较 起 来 ， | 

G,=G,+1,,T,=T,+rkK, 
似乎 有 更 自然 的 经 济 意义 ;但 无 论 用 CG, 或 了 ,都 起 不 到 名 ME FR RM AS 
味 的 . 

B. 最 优 税收 

一 旦 指明 了 问题 (15) 与 问题 (2) 在 形式 上 的 一 致 性 ,余下 的 事情 就 是 直接 转 
BE2. 4. 1 小节 中 的 结果 ,而 别 无 实质 性 的 工作 可 做 了 ; 仍 设 BR 二 1. 今 将 主要 结 
论 列举 如 下 . 

Gi) T, j& — 1 S8 KS CAMS 


T,--JpD(B + XE IE, Gay) = Gu — rK, (16) 


其 中 G, 依 式 (4). 式 (16) 表 明 ， 营利 性 政府 开支 的 存在 降低 了 税收 工 . 
以 下 设 G, 由 式 (5) 给 定 . 
Gi) 式 (6) 现 在 应 修改 为 - Da 
也 十 rK, = 式 (6) 之 右 端 . s an 
X, ,营利 性 政府 开支 对 式 (4) 与 式 (6) 的 影响 是 一 样 的 ， | 
Gi) 式 (9) 保 持 不 变 . 由 此 可 得 出 一 个 初 看 起 来 似乎 难以 置信 的 结论 ， 最 优 
税收 完全 取决 于 当前 与 过 去 的 非 营利 性 政府 开支 ， 而 与 营利 性 政府 开支 无 关 ! l 
Gv) & Gu 依 式 (11)， G(L) 依 式 (12)， 则 


Ti = GL) Gm = KO. | 7 a8 

车 G, 依 式 (7), 则 zu 
| E n EG, iu 一 rK) = T, (k > 0). . : (19) 
这 表明 营利 性 政府 开支 的 存在 改变 了 式 (12)~ 040. 
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2.5 X 资 


投资 者 为 实现 其 投资 收益 最 大 化 ,在 一 个 随机 环境 中 进行 决策 ,因而 必须 用 
类 似 于 消费 模型 的 随机 优化 模型 来 描述 . 作为 决策 者 的 投资 者 ,可 以 是 代表 性 厂 
商 , 亦 可 以 是 消费 者 . 这 两 种 情况 的 适用 模型 颇 不 相同 ， e mu 
5t. 投资 模型 涉及 的 主要 变量 是 : 投资 者 的 资产 存量 E, REI, BRL, = 
= hy — has WIR = Akay, 这 两 种 取 法 对 于 模型 虽 无 本 质 影响 ， um 
稍 有 不 同 的 公式 ;产品 价格 p 与 资本 价格 ro 二 者 均 非 投资 者 所 能 控制 , 且 通 党 
具有 随机 波动 ,因而 成 为 投资 不 确定 性 的 根源 p,,r, 由 市 场 决定 ,因而 可 取 作 模 
型 的 内 生变 量 ,对 于 一 个 小 型 开放 经 济 体 亦 可 取 为 外 生 的 随机 序列 . 投资 将 为 投 
资 者 带 来 收益 (增加 产 出 或 纯 资产 收入 ) ,同时 也 要 付出 成 本 (购买 成 本 及 实现 投 
资 的 调整 成 本 ,后 者 在 资产 转让 时 不 能 收回 ). 以 上 两 方面 的 考虑 是 决定 投资 目 
标 函 数 的 基础 . 投资 模型 要 解答 的 问题 是 :投资 者 如 何 依赖 已 有 的 信息 或 对 于 未 
来 经 济 环境 的 预期 ,最 优 地 决定 其 投资 量 7， 或 等 价 地 决定 资产 &. 这 一 问题 的 
解答 依赖 于 我 们 已 初步 熟悉 的 随机 最 优化 方法 : 
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2.5.1 厂商 投资 决策 


厂商 投资 决策 无 疑 是 投资 理论 的 主要 研究 对 象 . 厂商 投资 的 特点 是 :投资 的 
直接 效果 是 获得 产 出 ,厂商 从 产 出 得 到 收益 ;厂商 依赖 于 其 生产 所 需 的 设施 ,而 
” 投资 转化 为 厂商 的 固定 资产 明显 地 需要 耗费 调整 成 本 ,因而 调整 成 本 成 为 厂商 
投资 决策 的 一 个 重要 因素 . 

A. 模型 描述 

设 经 济 中 有 n(n 充分 大 ) 个 同等 的 竞争 性 厂商 ,他 们 投入 同样 的 要 素 ( 资 
本 ), 生 产 同一 产品 . 车 从 狭义 上 理解 ,可 以 认为 所 考虑 的 厂商 属于 同一 行业 ;车 
从 广义 上 理解 , 则 将 所 说 的 “同一 产品 ?理解 为 复合 产品 ,因而 其 价格 os 表示 价 
格 水 平 .厂商 的 利润 是 

m= pye ~ rdi — CU), L= k, — kis a) 
其 中 py 是 产 出 收益 , y= FORO 是 产 出 , SC) 为 生产 函数 ,通常 取 S) = Ak, 
AC» 0) 为 生产 力 系数 ; c Srl, + COL) 是 投资 成 本 , 它 由 购买 成 本 rl 与 调整 
成 本 CCL.) 两 部 分 组 成 ,调整 成 本 函数 C(') 满足 条 件 
C(0) —C'(0) —0, C"() > 0. (2) 
通常 取 二 次 成 本 函数 
CQ) = (c/2))*. (c2 0). (3) 
调整 成 本 是 实现 投资 所 必要 的 支出 ,如 设备 的 安装 与 调试 费 等 ,这 种 支出 在 资产 
转移 时 不 能 收回 . TERRE CHE CU) > OU 40), 可见 即使 在 工 < 0 (这 意 
味 着 撤除 投资 ) 时 也 要 付出 正 的 成 本 . 当然 ,撤资 与 投资 所 付出 的 成 本 未 必 一 定 
如 函数 (3) 所 表达 的 呈现 对 称 性 . 

假定 厂商 对 于 市 场 不 具有 控制 力 ,因而 产品 价格 b. 与 资本 价格 7, 对 于 厂商 

都 是 给 定 的 . 不 过 ,价格 p, 受 到 宏观 约束 , 它 取 决 于 如 下 需求 方程 : 
pr=a—bY+u, Y,=ny, (4) 
其 中 a.b 是 正常 数 , u 是 对 于 需求 的 外 生 冲 击 . 

厂商 的 决策 目标 是 :最 优 地 选 定投 资 I, 以 使 其 期 望 折 现 利润 最 大 化 ,这 意 

味 着 解 如 下 随机 最 大 化 问题 : : 


max E, 9 B'n,, 7, RAC). (5) 
7 一 0 


如 同 消费 决策 模型 一 样 , BI 是 折 现 系数 ,0 B «1. 
模型 的 随机 因素 源 于 随机 序列 r, Sw, 二 者 都 是 外 生 的 ,假定 它们 有 如 下 
Wold 表示 ， 
AQDr,—&6, B(L)u, =m, (6) 
其 中 AC), Bz) 均 在 |z| 1 Ef Br HAGAE A e 与 有 均 为 白 噪 声 . 下 面 主 要 考 
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虑 如 下 特殊 情况 : . 
(1—pDr= &Col «D, =n. (7) 

B. 模型 分 析 

从 已 有 的 经 验 中 形成 的 分 析 方 法 可 概括 为 如 下 标准 步骤 (参考 2. 3 节 一 2. 4 
4). 

G 从 问题 的 一 阶 微分 条 件 得 出 某 个 Euler FH, CB 8E — TERANA 
分 方程 . 

Gi) 从 Euler 方程 解 出 选择 变量 ,通常 得 到 一 个 前 向 公式 , 它 表 明 最 优 决 策 
依赖 于 对 某 些 变量 未 来 值 的 预期 . 

Gi) 将 前 向 公式 转化 为 一 个 后 向 公式 ,这 依赖 于 模型 中 外 生变 量 的 Wold 
表示 . 最 终结 果 显 示 出 ,最 优 决策 取决 于 已 知 的 历史 资料 . 

现在 对 问题 (5) 逐 个 完成 以 上 标准 步骤 . 

首先 ,直接 经 微分 得 出 如 下 一 阶 条 件 : 


0 =E ESETE 


Ten 





—E[5f)-—rn-CU)0-cBràac-8C 40]. 
由 此 得 到 Euler 方程 

ECO — BL DG, + C' O05] = 5f Go. (8) 
利用 2. 2 节 中 的 公式 (34)， 从 方程 (8) 解 出 


r + C )-E[G- BL)" sf G2] = wee, PEINE 
故 得 如 下 投资 公式 : 


L= SPE LPS G0] — n). (9) 


式 (9) 表 明 最 优 投资 也 取决 于 对 未 来 产品 价格 及 边际 产 出 的 预期 ， 且 与 这 种 预期 
正 相 关 . 直观 上 这 当然 是 合理 的 . 
式 (9) 的 适用 范围 不 依赖 于 函数 C CO. SC) 的 具体 形式 ,这 是 其 优点 .但 
其 中 包含 了 应 由 方程 (4) 决 定 的 04, 及 由 投资 决定 的 4+;, 却 不 能 令 人 满意 . 现 
在 利用 方程 (4) 及 特殊 假设 (3) 与 fU. = Ak 得 出 式 (9) 的 一 个 改进 . 不 过 ,这 样 
一 个 改进 并 不 能 以 方程 (3) .方程 (4) 等 直接 代入 式 (9) 得 到 ， 而 要 重 解 方程 (8). 
以 方程 (3) .方程 (4) 及 FO) = Ak 代 人 方程 (8) 得 到 @ 
ELO + B + Abn — L — BL7)&] = cE, lAa + Au,— r, + Bra, 





© 很 重要 的 一 点 是 ， 不 可 以 方程 (4) 代 入 目标 函数 重新 求 最 优 性 条 件 ; 如 果 那 样 做 ， 需求 方程 (4) 对 
FARRER ENT. 
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或 改写 为 (这 是 关键 ) 
BECA — AL“) a — Ak] = [A/(GG0) JE,(Aa + Au, — r, + B rai) 10) 
其 中 AAS 是 特征 方程 
2 — (+ B+ Aene A+ B= 0 


的 解 ,它们 满足 
t + 1/A, =1+ B+ Anc, AMA = B; ap 
0cA«B«-1-«1/A. 
利用 明显 的 公式 五 = (1 — ADOR, + AO — ADA 从 方程 (10) 解 出 
mpi dee beatae tren] 
a4. 8 _Aa ,4 = j 
-(1 ijt £X c 2j Ens, 
_ bn à y 
— + nb 一 1] 2; Ens, (12) 


式 (12) 表 明 , I, 取决 于 对 未 来 资本 价格 与 需求 冲击 的 预期 . 式 (12) 仅 含 与 外 
生变 量 rj,uj 的 预期 值 。- 

RODAF & Eus; Era 是 线性 的 且 不 合资 本 名 的 未 来 值 ,当然 远 胜 过 
式 (9). 而 能 得 出 较 优越 的 式 (12) ,是 因为 我 们 导出 了 一 个 关于 的 二 阶 线性 随 
机 差分 方程 ,对 这 样 的 方程 可 应 用 2.2 节 中 的 求解 公式 (34). 为 今后 的 应 用 着 
想 ,此 处 得 总 结 一 下 ,是 哪些 设 定 使 我 们 得 以 做 到 这 一 点 . 首先 注意 问题 (5) 的 约 
束 条 件 (4) 是 线性 的 ,用 了 成 本 函数 (3) 之 后 使 得 目标 函数 (1) 是 二 次 函数 ;进而 
以 条 件 (4) 及 y, = Ak 代 人 冰 数 (1) 之 后 函数 (1) 仍 为 二 次 函数 ,这 就 使 得 Euler 
方程 ( 依 式 (8)) 是 一 个 形 如 2. 2 节 式 (32) 的 线性 随机 差分 方程 . 总 之 ,要 点 在 于 
有 一 个 二 次 目标 函数 . 可 回想 到 在 2. 3 节 中 就 是 如 此 . 这 就 不 足 为 怪 了 ,本 章 处 
理 的 各 种 随机 最 优 决 策 模型 都 倾向 于 采用 二 次 目标 函数 - 

不 过 , 式 (12) 是 一 个 前 向 公式 仍 不 能 使 人 满意 ,现在 利用 式 (6) 将 式 (12) 改 
造成 一 个 后 向 公式 . 首先 ,利用 ACL)r, 二 6 并 参照 2.3 节 式 (11) 得 出 


C yn LAL) — AA __ LAA) — AAC) 
eme EDAD "7 DAA) "^ 


_ LB() — ABO.) 
D = OR 
将 以 上 两 式 代入 式 (12) 得 EM | 


adi BY), .AA— D + AWE- L) 
cl, =e(1 rag FE aA 
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A Ba DH 十 3 i (13) 
式 (13) 已 转化 为 后 向 公式 , 它 表 明 最 优 投资 取决 于 当前 资本 及 以 往 的 资本 价格 
与 需求 冲击 . 利用 式 (13) 同 时 也 确定 了 资本 序列 , 然后 依 式 (4) 确 定价 格 序列 
p. 这 样 得 到 的 ,pp 一 起 构成 投资 问题 的 理性 预期 竞争 均衡 . 

为 得 到 更 直观 的 结果 ,和 需 利 用 更 特殊 的 假定 (7). 以 ACL) = 1 — pL,B(L) 
= 1 代入 式 (13) 得 





十 


ct, = 1-8). - 1 三 多 -+ Au qt (14) 
式 (14) 已 经 是 一 个 可 直接 用 于 计算 的 简单 公式 ,其 右 端 仅 含 所 涉及 变量 的 当前 
值 , 这 意味 着 厂商 仅 由 当前 观测 到 的 资料 即 可 决定 其 最 优 投资 . 这 当然 是 应 用 式 
(7) 这 一 极 特殊 假设 的 结果 ,而 并 非 普遍 规律 . 
因 并非 独 立 于 7 ROVERA k 仍 不 能 令 人 满意 . 不 过 , 依 方程 (4) 
Ak, = (a + u, — p)/(Abn), 以 此 代入 式 (14) 即 可 消去 ,得 到 








ly = 4 Toa" TIR (15) 

得 出 式 (15) 时 用 了 式 (11). 式 (15) 表 达 了 投资 过 与 价格 por 之 间 的 关系 ,而 T, 
决定 了 供给 ,因此 称 式 (15) 为 动态 供应 曲线 . 式 (15) 表 明 , L5 p 正 相关 ,而 与 
rw 负 相 关 . 直观 上 ,提高 产品 价格 或 降低 资本 价格 都 会 刺激 投资 ,因此 与 p 
EWR, 5 r, 负 相 关 是 可 以 理解 的 . 另 一 方面 ， 从 方程 (4) 看 来 ， 较 大 的 u, 对 应 较 
高 的 pr see, E I, 的 影响 似乎 并 不 明显 . 

C. 一 个 变形 

现在 将 利润 函数 (1) 修 改 为 


m, = y — (ay, — ky 一 PLE à» 
其 中 产 出 y 为 给 定 的 随机 序列 ， 


PPS lo» — k) 十 + les 


是 投资 成 本 . 注意 y 不 受 厂商 投资 决策 的 影响 ,可 以 设想 y 党 全 取决 于 市 场 需 
求 ,例如 某 些 情况 下 石油 或 电力 的 产 出 就 是 如 此 . 现在 投资 的 目的 不 是 扩大 产 
出 ,而 是 维持 不 能 独立 选择 的 产 出 ,同时 通过 降低 成 本 来 实现 利润 最 大 化 . 投资 
额度 越 大 ,或 者 资本 存量 如 与 标准 需求 量 ay 的 差距 过 大 (无 论 六 过 多 或 过 少 )， 
都 会 使 利润 越 小 . 因 式 (1)' 中 不 存在 y 以 外 的 外 生变 量 , 故 决策 者 只 要 确定 最 优 
投资 对 于 序列 y 的 依赖 关系 ,这 可 表 为 某 个 前 向 或 后 向 公式 ,形式 上 ,厂商 决策 
问题 仍 可 表 为 式 (5). 
首先 导出 一 阶 条 件 : 
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On, dz, i 
O=E, sha + B | = E[— cla, t Blaya 一 ki 十 cl]; 
经 整理 后 得 ， 
BLA 一 AL“ 一 AL^7)0&] 一 一 abe "Ey, (16) 


其 中 心心 WR A+ A, =14+ B+ Bc, = B,0 A B «A. 式 (16) 就 
是 修正 后 的 问题 (5) 的 Eujer FR. 
类 似 于 式 (12) 的 推导 ,从 方程 (16) 解 出 
I = (A7! — 1)k, — Ar (1 — NL Yk, 
= (A7! — Dk, + AD'ape™E, LA — àL ya] 
-(4 一 1) 十 L DAEs (17) 
这 就 得 出 用 y, 表 出 投资 的 前 向 公式 ， 
为 将 式 (17) 转 化 为 某 个 后 向 公式 , 需 设 定 一 个 Wold 表示 ,例如 设 y. BHA 


2. 3 节 式 (10), 则 依 2. 3 PRADA 
VA |... ABODy LB(L) — ABC). — 
Dy VE; ~ -— DBA) + 还 一 BC 7 * 
代入 式 (17) 得 
(A aA[LBCL) — BA] aaB(ayy 
Tees = | B JL tT DB Yt DB — O9 


为 得 到 较 直 观 的 结果 ,进而 假定 


y= pya +AA del<), (19) 
这 相当 于 取 BL) = (1 一 pL)". 以 此 代入 式 (18) 整 理 后 得 
-lå Ae ly — 
La = | B 1} + Ca — apy + eT — DG — apy (20) 


式 (20) 表 明 ,投资 La 与 & 负 相关 ,与 y EMK. 直观 上 看 ,这 一 结果 是 合理 的 . 
2.5.2 考虑 外 部 性 的 厂 商 投资 


现在 对 2. 5. 1 小 节 中 的 模型 作 如 下 修正 ;假定 厂商 的 产 出 不 仅 依赖 于 其 次 
本 投入 ,而 且 还 依赖 于 行业 规模 ,这 意味 着 厂商 所 处 的 市 场 环境 具有 正 外 部 性 . 
在 外 部 性 存在 的 情况 下 ,2. 5. 1 小 节 中 的 分 析 方 法 与 结论 都 将 有 所 变化 . 
A. 模型 描述 
形式 上 ,厂商 决策 问题 依然 表 为 式 (5), 但 其 中 的 利润 函数 修改 为 
T, = pry, — wrk, — C/D, (21) 
其 中 w 表示 资本 的 一 期 租金 , 它 与 式 (1) 中 的 资本 价格 ~ 的 关系 可 表 为 


w = EBLA — pL] 或 n= Ew. (22) 
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其 次 , 式 (21) 中 的 产 出 y, 由 2..5. 1 小 节 中 的 y, 一 Ak, 修改 为 
y = Ak, + BK,, K,—nk (A>0;,B>0). (23) 
式 (23) 表 明 产 出 y 与 行业 总 资本 K 正 相 关 ; 外 部 性 正体 现 于 此 . 产品 价格 依然 
取决 于 需求 方程 (4), 只 是 现在 方程 (4) 中 的 Y, 应 依据 式 (23) 加 以 修正 ,因而 现 
在 方程 (4) 具 有 形式 l 
pı =a — bC(A + nB)K, + u. (24) 
个 体 在 作 投 资 决策 时 ,将 K, 看 作 给 定 的 . 但 一 旦 个 体 选 定 了 ko K. 亦 必 随 之 确 
定 . 因此 ,问题 的 解 可 以 总 体 变量 的 形式 表 出 . 
B. 模型 分 析 
如 同 在 2. 5. 1B 中 所 作 的 那样 ,下 面 的 分 析 自 然 地 分 为 三 个 步骤 : 求 Euler 方 
程 ; 求 表示 投资 的 前 向 公式 ;将 前 向 公式 转化 为 后 向 公式 . 
首先 ,问题 的 一 阶 条 件 为 
o-nt 
注意 其 中 用 到 ay./ak, =A, RR 9 y,/8k, =A+nB (何故 ?注意 这 是 要 点 !). 
以 式 (24) 代 人 以 上 一 阶 条 件 消去 p,, 经 整理 后 得 
B ELO — AL 0 — AD)K,] = nAE(Aa + Au, — 29), (25) 
其 中 心心 满足 (对 照 式 (11)) 
+1/A =1+ B+ Abc n(A+nB), A/a = Bs 


= E, (Ap, 7T W, 一 cl, + B cl)» 


. (26) 
OcA«B«rY«1/A. 


式 (25) 作 为 问题 的 Euler 方程 ,可 与 方程 (10) 相 对 照 . 
J, A AK, = nl, 表示 社会 总 投资 . 如 同 式 (12) 的 推导 一 样 ,可 从 方程 (25) 解 
出 几 并 表 为 一 个 前 向 公式 ; 
J, = ADK, + AO — ADK, 


—(1 — APOK, + nc E[G — AL~ '(Aa + Au — w)] 
=(1 — DIL. 十 一 n S ME, (Au; — wa) Er xime. (2D 
“j=0 : i 
为 将 式 (27) 转 化 为 一 个 后 向 公式 ， 作 如 下 设 定 : | 
"AC(L)w, = &; Bu, = J, m . (28) 


其 中 ACL), BCL) se 5 7, DM COO. 与 式 (6) 相 比 ,此 处 只 是 以 w BART r 因 
此 ,不 妨 直 接 借用 2. 5. 1B 中 的 公式 得 出 D VEG; 与 D NEw 的 表达 式 , 然 
后 代入 式 (27) 得 出 S 
oL c1 B) g LAQ) — AAL) 
fA £k, -pA "^ 


ALB(A) 一 AAB(L) Aa | , 
t — — ABA) a+ TF: (29) 
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趟 429) 正好 与 式 (13) 相 当 . . 
ER ACL) = 1 一 eL sm DBO = 1, 则 式 (29) 简 化 为 
c, _€{,_ B Aa 
= 人 1 3 ' +tī=i 
= 5 一 1—3 一 f. 〈 用 式 (24)、(26)) (30) . 


注意 上 式 右 端的 首 . 尾 两 项 与 式 (15) 右 端的 首尾 两 项 完全 一 致 ;而 式 (15) 与 式 
(30) 的 左 端 均 为 e 公式 (30) 表 明 , J 与 p ERK, 5 w 及 ww MAK. REE 
论 与 2.5.1B 中 的 结果 是 类 似 的 . 

C. 社会 计划 者 问题 

现在 以 社会 计划 者 代替 厂商 作为 决策 者 ,而 其 他 设 定 均 保 持 不 变 ,考虑 社会 
最 优 投资 J. = AK, 会 有 什么 变化 . 首先 ,代替 由 式 (21) 表 示 的 厂商 利润 m, 应 采 
用 社会 总 利润 | 





一 pat — wK, — (c/2n)J?, (31) 
Kp Y, = (A T nB)K,. j 一 阶 条 件 改 变 为 
Pret [^ Bc 
O=E E 十 B x)= fp tn et EE] 


AGORA ERME., po 经 整理 后 得 一 新 的 Euler 方程 : 
ECA 一 人 -90C1 — ADK,] = PACA +nB)la +u) — w], (G2) 


Hh AVAL 满足 . 
十 1/ — 1 8+ bc n(A + nB)?, A/A, = B; 
range ci 

对 照 式 (32)、 式 (33) 与 式 (25)、 式 (26) 看 出 ,改变 是 轻微 的 ,但 是 它 是 不 可 忽略 
的 . 

ERER A,A 的 变化 , 则 式 (32) 与 式 (25) 比 较 后 唯一 的 改变 是 以 么 会 4 十 
nB 取代 了 A. 因此 ,只 要 以 ASK A, 就 可 以 直接 移 用 由 方程 (25) 推 出 的 所 有 
结果 ,包括 式 (27)、 式 (29) 与 式 (30) ,而 不 必 重 新 推导 . 这 样 ,直接 从 式 (27) 得 到 


_ B naa, u |, an(A 4- nB) 
n-h-£k- 7 HELA 十 naB)wr — wary] + T 


(33) 


(34) 
其 次 ,车 (1 一 eL)w, = ee] <D, 则 由 式 (30) 得 出 
n7 1—4 1— åp 1—4 ^ 


由 式 (35) 同 样 得 到 , J 与 p, 正 相关 ,与 w, Ru, 负 相 关 , 这 与 分 散 化 的 厂商 决策 
无 异 .由 于 以 4 十 nB 取代 了 4, 从 式 (35) 看 来 ,与 厂商 决策 比较 , pou XE JL 
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影响 似乎 加 强 了 . 但 若 考虑 到 由 式 (33) 决 定 的 和 也 发 生 了 变化 , 则 还 不 能 简单 地 A 
下 结论 ,严格 的 讨论 稍 复杂 些 . 首先 从 式 (26) 解 出 


1 一 了 (9 一 Vg — AB), q-14 ga 44m, 





pu 
447 A - zal 
注意 到 当 n 充分 大 时 9 亦 充分 大 ,一 个 初等 的 计算 不 难 验证 
zal 1 1-3 r= = ao Y 29 
Als] oett 


J, DEAE. 


2.5.3 投资 与 税收 


对 于 资本 征 税 , 是 政府 的 重要 政策 手段 之 一 , 它 常用 来 达到 多 种 不 同 的 目 
的 ,例如 实现 财政 或 产业 上 的 某 些 意图 . 政府 的 参与 使 得 投资 决策 问题 显著 地 复 
杂 化 了 :现在 有 两 个 决策 者 , 即 厂商 与 政府 ,因此 ,模型 由 两 阶段 决策 构成 . 
A. 模型 描述 
设 政府 以 税率 +, 对 资本 征 税 , 这 使 厂商 的 利润 函数 (1) 应 修改 为 
m, = buy, — rl, — CD — Tike (36) 
仍 假定 y = Ak, CO) = G/2)I* , p, 取决 于 方程 (4). 式 (36) 与 方程 (4? 可 分 别 改 
写成 
m, = By, — rl, — C/D, 
Bp —- Alt, =a bY, +%,, % = u,— Amt, 
这 就 可 用 2. 5. 1B 中 的 现成 结果 得 出 
ECA — AL?) 0 — AD)&] —[A/(Q c) JE Ga + Aŭ, — ri + Br 
会 [M(B c) JE G — 7), (37) 
Arp 4, 满足 式 (11) ,而 
s, = Ala tu) — r, + Bra. (38) 
从 方程 (37) 解 出 ` 
K, — ÀK =[na/(8 DJELA — AL7)7!G, — c2] 


AS, | 
=| DNE, Gu; —m) 20, G1). (39) 
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如 在 2.4 节 中 已 提 到 的 ,政府 决策 目标 的 选 定 是 一 个 较 复 杂 的 问题 , 它 既 取 
决 于 政府 的 关注 重点 ,也 依赖 于 研究 者 观察 的 角度 . 就 此 处 的 投资 决策 问题 而 
言 ,我们 假设 政府 追求 “社会 利润 ”的 最 大 化 ,社会 利润 OL) = 社会 福利 OV. 
”一 社会 投资 成 本 (C, ). 参照 式 (31) , 令 C, = rJ. 十 [c/(2n)jJ?. 另 一 方面 ,依据 
福利 经 济 学 中 的 结论 , W, 可 由 需求 方程 (4) 依 以 下 方式 算出 


Y, 
W, =f (a — bx + u)dz = aY, — (6/2)Y? + u Y, 
=AK,(a + uw) — (5/2) A*K?. 


于 是 
II, = AK (a + u) — ČAR? — rJ, 一 7 (40) 
2 2n 

现在 ,可 将 政府 决策 问题 表述 为 

max E, >) 8'IL, Hi, 依 式 (40); (41a) 
1-0 

s.t. K,—AK,,--c4, Ø, REG), (41b) 
BB. = BG, o—uK, By =0, (41c) 
lim E,(£'B,) = 0. (41d) 


在 问题 (41) 中 ,zt 是 控制 变量 , KB, 是 状态 变量 , s,,G, BEN. AST, = 
TK, 则 条 件 (41c) 正 好 与 2.4 节 条 件 (2b) 相 当 . 

B. 模型 分 析 

问题 (41) 的 随机 性 源 于 外 生 的 随机 序列 Gr, suu. 为 得 出 问题 的 某 种 显 式 
BE Goru AT s, ) 都 是 确定 性 的 ,因而 问题 (41) 成 为 一 个 确定 性 的 动态 
最 优 决策 问题 . 下 面 用 Lagrange 乘 子 法 来 导出 问题 (41) 的 一 阶 条 件 . 作 
Lagrange 函数 


L= Xe [mr + &K, — AK,., — 6) 十 mA(8B — B, — G: 4- tK], 


其 中 Gp 是 Lagrange RT. 问题 (41) 的 一 阶 条 件 就 是 
9, Zao Aig 
aK, ^" Jn ” @B | 


首先 从 最 简单 的 
0 一 a = 'ua-—B'u G21) 


得 出 pn = p- Alia mmu. 其 次 ,由 


aL à 
0 = 3K =F E T6, +p, +p 





(5 Abas 





=p | Alatu) — ABK rn E+ OQ -AL 6 b HEEB rab EE] 
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=p [s+ oe + aL) 8,— Big ALD)0— -ALDK,.] 


18 
Q — ALD — ALK, = mes 4 pe + -—AL 96], (C42) 
这 与 方程 (37) 比 较 得 
vt — — (1 +770 — AL O. (43) 
As 





6, ae 





aL — 
0 == = B'uK, — 3180, 22 
t j=0 


nà © ig le _ 
=f [ wk. 4 Fe Oy AD) 小 p » tx A —ALY ‘a|, 
以 上 假定 了 当 7< On I= 0. 这 就 得 到 





(1 — AL)K, —— [nA/(QQ cp) , | C zl. (44) 
这 与 式 (42) 比 较 得 出 
5 十 pu 一 一 uM. uDO- AL 6. (45) 
联 立 方程 (43) 一 方程 (45) 解 出 
=f 
t, 1+ 2,7 (46a) 
__ EO c uo 1 
9, 一 1+ 2u 1— AL UU iG = 1), | (46b) 


md+e) 1 | — 
Ec Bc 十 2p) (1 — AL7 0 一 AL) (46c) 


2.5.4 库存 投资 


在 现代 生产 中 ,厂商 经 常 要 为 减少 库存 而 拼命 搏斗 .但 库存 并 非 总 是 性 梦 . 
实际 上 ,适度 的 库存 为 任何 行业 顺利 进行 生产 与 销售 所 必需 . 库存 包括 半成品 与 
最 终 产 品 , 它 占有 产 出 的 份额 不 过 百 分 之 几 ,但 对 经 济 的 影响 不 可 低估 ,因而 是 
厂商 决策 的 一 个 重要 问题 . 必需 的 库存 实质 上 是 一 种 投资 , 即 所 谓 库 存 投资 , 因 
而 在 投资 理论 的 框架 内 考虑 是 很 自然 的 . 当然 ,库存 投资 有 其 明显 的 特殊 性 , 因 
此 所 用 的 模型 与 本 节 前 面 的 模型 有 很 大 不 同 . 

A. 模型 描述 

模型 涉及 三 个 基本 变量 : 产 出 y,, 销售 量 s, 与 库存 量 a. » 是 厂商 的 选择 变 
量 , 假 定 每 期 产 出 只 能 用 于 下 期 销售 或 转 人 库存 . s 取决 于 市 场 ,是 一 个 外 生变 
量 , 它 的 不 确定 性 导致 产 出 与 库存 的 不 确定 性 . q, ic Met RM RARE 
量 , 它 不 是 独立 的 ,而 取决 于 前 期 产 出 与 当期 销售 . 若 T, = Aq, 记 新 增 库存 量 ( 可 
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看 作 库 存 投资 ), 则 
I, 一 Mia T S, 或 Y: F Ia 十 Sea 

关键 的 问题 是 确定 厂商 的 决策 目标 . 直观 上 ,厂商 应 如 此 选择 产 出 w， 使 之 足以 
供应 销售 且 补 充 必要 的 库存 ,无 论 过 多 或 过 少 都 会 造成 损失 . 因此 ,计划 产 出 应 
尽 可 能 接近 于 某 个 目标 产 出 ,使 得 背离 目标 的 产 出 而 造成 的 库存 成 本 最 小 化 . F 
是 问题 归于 适当 选 定 成 本 函数 ,这 种 选择 不 免 人 为 性 质 . 下 面 取 一 个 二 次 成 本 
函数 

C, = (a/2) Cy, — y! Y + (6/2) (y+ q ~ ^D, (47) 
其 中 a.b 是正 常数 , y Sa) 分 别 为 目标 产 出 与 目标 库存 量 , 它 们 取决 于 市 场 环 
境 与 行业 的 技术 水 平 ,因而 是 外 生 的 ;偏离 这 些 目标 值 ,都 会 明显 提高 成 本 . 因 产 
ty, 受到 约束 y = Lua deseas 厂商 也 不 能 径 取 yy, 一 yr ,yy 十 qc a£ 而 使 < = 
0. 现在 ,可 将 厂商 决策 问题 表述 为 


| min E。2》)B'C,，C, 依 式 (47)， (48a) 
Yr t=0 
S.t. Qayi = Ge + Yi — Sua (48b) 


在 问题 (48) 中 , y. Sa 分 别 为 控制 变量 与 状态 变量 , 而 方程 (48b) 是 状态 方程 . 
设 定 
qr = Eis 十 Hs (49) 


其 中 4 是 某 个 固定 的 保留 库存 量 . 直观 上 , 式 (49) 是 合理 的 . 以 式 (48b) 与 式 (49) © 


代入 式 (47) 消 去 » 与 9” 得 出 
C, = (a/20 Ga + saa c y! + (6/2) (a + S41 — Es — à. 
(47)' 
注意 除外 生 的 yr 与 sa VU C, 仅 含 状态 变量 . 
B. 模型 分 析 
首先 用 熟知 的 标准 方法 导出 一 阶 条 件 : 
aC, ,gaCu 
Aqua 9 gerl 
=E, [a igi H si 2) + bua + St Ese c e) 
— ABU 42 F sue; — 8] 
-E([—2a-F( 十 5 十 apb)Z 1 一 ap lg} 
+ Elad — BL) Gu — y! ) — eg], 
这 就 得 出 Euler 77 fR 
E[Q—AL DOAL Da] SELA BL Csi )—a bg], (50) 
Kp A,A 满足 条 件 ; 


0 =E 
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A+A=14+8+5b/a, Àh = Ê; 
(oi 
现在 从 方程 (50) 求 出 y 的 一 个 前 向 公式 : 
xy, SE — G 54) 《用 式 (48b)) 
=EL 一 1)9 + S41 — ATL AL q] 


=(4 一 ia. + Esa 一 $E ala — BL") Ga — y!2 — val 


(51) 


a 


A 


-(4 T 1]a 十 ye + [1 一 z) DIME. Gj = y^) t bàn 


aßG — ay’ 
(52) 
这 表明 ,最 优 产 出 y, 取决 于 现 有 库存 、 当 前 目标 产 出 及 对 未 来 销售 与 目标 产 出 
为 将 式 (52) 转 化 为 一 个 后 向 公式 ,假定 
A(L)s, =e, BUDY =h, (53) 
其 中 AGO.BGO,s 5j 5, 如同 式 (6), 则 


A = j t = ; * 
s[i- os Ete ko Samo, 
bày 
apQ — A) 
[1 _ aA [£40 — AACL) LB(à- ABQD . s ] 
z) Q,— A)AAQ) * (L— XBA) YY A 7v 
À 

Lyc IUE (54) 
这 表明 y, 取决 于 当前 及 过 去 的 销售 与 目标 产 出 . 

为 得 到 更 直观 的 结果 ,考虑 两 种 特殊 情况 . 

G RAL) = 1 — geLCoe| « D,BGO = 1, 这 意味 着 

Sı = 031 十 & ye = 1, 





+y + 





则 式 (54) 简 化 为 
=li XI Le  _ AY bày 
»-[ 2| ra a) + C UNIDAS (55) 

这 表明 Y: 与 yl sS P 正 相 关 ,与 a 负 相 关 . 这 是 自然 的 . 

Gi) RAM) — 1,B(OD — 1 — eL.Clel <1), M 

20-890 .  {, Aa bàp 

这 表明 y, Ej y TEAK, 5 2,q: 负 相 关 ; o 愈 小 (这 意味 着 生产 力 冲 击 消失 得 愈 
th). a Yı fU CT ye . 
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C. 一 个 变形 
今 对 问题 (48) 作 如 下 修正 :由 式 (47)? 表 示 的 成 本 函数 修改 为 
C, = (2/2) Gy — yt Y + G/2) e — e Y + Dg (87) 


其 中 a,6b,c 是 正常 数 ; c 是 消费 ; 是 c 的 目标 值 , 它 是 由 市 场 决定 的 某 个 外 生 
变量 .因此 , yc 对 yr .cz 的 偏离 及 库存 都 要 付出 成 本 . 代替 式 (48b) ,假定 
dii = Qi + y — Oe (58) 
这 意味 着 厂商 将 扣除 消费 之 外 的 产 出 全 部 转 入 下 期 库存 ,因而 厂商 是 一 个 完全 
自给 的 生产 者 ,完全 不 考虑 销售 . 如 果 将 某 个 封 闲 经 济 体 的 社会 计划 者 看 作 一 个 
厂商 ,那么 式 (58) 正 是 一 个 适当 的 动态 预算 约束 方程 . 
将 式 (58) 代 入 式 (57) 消 去 c, 得 到 

C, = (a/2) Cy, — a)? + Ce/2 gia + (6/2) (qe F y, — qai > c (57)! 

这 就 可 以 写 出 修正 后 的 问题 的 一 阶 条 件 : 
0 =E,(93C./9y,) = Ela ly, — yé) + og + Yie 46a ~ 672] 





=(a + by — lay + be") + blq — Equi: (59a) 
ac, DC+1 
0 =E, 一 一 全 
9qua 9 git1 


=E, [eq — 5G, F y, — qiri— cr) + OB Cra + Yea 7 dea — 65] 
=bE {C1 — BL OC —y)—[1— A+ 8+ 6" OL" + BL a}. 
(59b) 
RU FARE» 经 整理 后 得 
BECA — ALD AL a] = EL PL) — yr 7, (60) 
其 中 4, 满足 
At+A =14+8B4+c/a+c/b, A =f, 
(oan 
由 方程 (60) 解 出 
4 — MEQ SELA — PLDA — Ab) Cet — y!2] 


=A let — y) + A A) DIVE GA; — y^). 
j=0 
以 此 代入 式 (59a) 消 去 Eq; 得 


Ye = Yi + TL — AL 1) Cer — y) —q,]. (61) 


考虑 以 下 特殊 情况 : 设 C 5 y! HARA. 
ECG = ALD" —»0]—9c—»; 
代入 式 (61) 后 得 (注意 Ye S E.y, ) 


_ (8B — ACE — a) + (Cap + bA)yy 
i Ba + 6) (62) 
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式 (62) 表 明 s Yı 与 Yr er 正 相关 ,与 q: 负 相 关 ; 直 观 上 ,这 是 合理 的 . 


[1] 


[2] 


[3] 


[4] 


[5] 


[6] 


C7] 


[8] 


[9] 
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第 3 章 随机 分 析 初 步 


现在 ,我 们 转 人 占 本 书 更 大 篇 幅 的 连续 时 间 随 机 模型 . 然而 ,对 这 类 模型 的 
描述 与 分 析 ,需要 随机 分 析 这 一 精巧 的 数学 工具 . 随机 分 析 并 不 是 三 言 两 语 就 能 
交代 清楚 的 . 因此 ,我 们 不 得 不 中 断 具 体 经 济 模型 的 讨论 , 专 辟 一 章 来 介绍 随机 
分 析 的 最 基本 的 内 容 . | 

约 于 20 世纪 中 叶 开始 发 展 起 来 的 随机 分 析 , 是 一 个 极 富 特色 且 已 得 到 广泛 
应 用 的 数学 理论 . 它 的 系统 展开 依赖 于 现代 概率 论 的 许多 深刻 成 果 . 在 本 章 中 ， 
我 们 仅 从 分 析 动 态 宏观 经 济 模型 的 实际 需要 着 眼 , 给 出 随机 分 析 的 最 初步 的 概 
念 框架 ,并 从 便于 实际 运用 的 角度 解释 其 基本 公式 与 结论 . 由 于 所 用 理论 工具 的 
限制 (如 限于 均 方 理论 ) ,对 所 涉及 的 随机 过 程 必然 作 较 强 的 限定 ,对 这 些 限 定 的 
准确 描述 与 严格 验证 都 不 很 简单 ,而 我 们 仅 指出 这 类 限定 总 能 满足 . 所 有 较 长 的 
证 明 都 予以 省 略 , 凡 能 给 出 某 种 直观 解释 的 地 方 , 均 采用 应 用 学 科 中 流行 的 直观 
语言 ,而 尽力 避免 严格 的 抽象 表述 . 当然 ,在 这 样 做 时 也 以 不 陷入 概念 错误 为 限 . 

本 章 内 容 依 随 机 微 积分 .随机 微分 方程 与 随机 最 优化 这 样 一 个 自然 顺序 展 
JF. 理论 基础 固然 是 随机 微 积 分 ,但 从 本 节 的 实际 需要 来 看 ,我 们 关注 的 重点 无 
疑 是 随机 最 优化 . 


3.1 随机 微 积分 


如 所 熟知 ,对 于 连续 变量 的 数理 分 析 以 微 积分 为 基本 工具 . 与 此 相对 照 , 对 
于 依赖 于 连续 时 间 的 随机 变量 的 分 析 或 者 随机 分 析 , 以 随机 微 积分 为 其 基本 工 
具 似乎 是 顺理成章 的 . 实际 上 ,可 以 说 事情 基本 如 此 . 不 过 ,与 通常 的 微 积分 相 
比 , 随 机 微 积 分 差异 颇 大 , 它 的 两 个 最 明显 的 特点 如 下 所 述 . 

(i) 随机 微 积分 可 通过 多 种 实质 上 互 有 差异 的 途径 引入 .本 书 仅 考虑 It6 微 
积分 . 它 虽 然 只 是 多 种 可 能 的 随机 微 积分 之 一 ,但 因 其 突出 的 优点 而 最 为 常用 ， 
很 自然 地 在 应 用 中 成 为 首选 对 象 . 

Gi) 随机 积分 处 于 主导 地 位 . 随机 微分 不 像 普 通 微分 那样 是 一 个 可 以 独立 
定义 的 概念 ;实际 上 , 它 原 不 过 是 随机 积分 的 某 种 形式 衍生 物 . 不 过 ,从 形式 上 
看 ,随机 微分 的 规则 和 公式 与 普通 微分 的 是 高 度 对 应 的 . 从 运用 的 角度 来 看 ,这 
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一 点 正 是 最 有 意义 的 . 


本 节 内 容 依 随机 函数 、 随 机 积分 与 随机 微分 的 自然 顺序 展开 ,中 心 论题 是 随 
机 积分 . 


3.1.1 随机 函数 


A. 随机 过 程 

随机 微 积 分 ,简单 地 说 就 是 关于 依赖 于 连续 时 间 变 量 上 的 随机 函数 的 微 积 
分 学 . 时 间 变 量 的 随机 函数 ,也 就 是 随机 过 程 . 作为 建立 随机 微 积 分 的 预备 ,自然 
要 概述 有 关 随 机 过 程 的 最 基本 的 概念 与 事实 .第 2 章 中 处 理 随机 序列 时 ,实际 上 
已 接触 到 随机 过 程 了 . 一 般 地 ,任何 随时 间 变 化 的 随机 变量 都 是 随机 过 程 ; 它 用 
来 描述 带 有 不 确定 性 的 时 变现 象 是 再 自然 不 过 的 了 ,在 经 济 分 析 中 尤其 如 此 . 在 
本 章 中 ,只 考虑 连续 时 间 的 随机 过 程 ,假定 时 间 t 变动 于 某 个 区 间 J, BHR 
=R,= (0,0). 形式 上 ,给 定 一 个 随机 过 程 xz, 意味 着 给 定 一 个 二 元 函数 

ztol :了 了 X 人 0 一人， 

其 中 0d dx MESES E, co) 关于 ww 在 人 上 多 -可 测 (F 是 由 人 2 中 的 
事件 构成 的 o- 代数 ). 对 于 每 个 给 定 的 时 间 上 € 7 了 ,z(t,w) 作为 机 会 w 的 函数 是 
一 个 随机 变量 ;在 这 个 意义 上 ,zx 是 一 族 随 时 间 变 动 的 随机 变量 {x, = 
z(t，*) :t EJ} 另 一 方面 ,对 每 个 给 定 的 we Q,xG v) 作为 时 间 : 的 函数 称 为 
随机 过 程 z 的 软 道 ;在 这 个 意义 上 , x 是 一 族 随 机 会 e 变动 的 轨道 (Cho : 
eo € 10),z 关 于 上 的 性 质 ( 如 连续 性 .可 微 性 等 ) , 均 称 为 轨道 性 质 . 例如 ,“z BR 
道 连续 的 ” 意 指 z(t,w) 对 上 是 连续 的 . 同时 影响 z 的 两 个 因素 上 与 w 并 不 对 等 . 
通常 更 强调 r 对 上 的 依赖 性 , 旦 将 x(t,w) 简写 作 x00 Ra; 至 于 x 对 ww 的 依赖 
性 , 则 认定 已 隐 含 于 其 中 了 . 机会。 及 概率 空间 2 (或 写作 (人, 多 ,P )) 的 存在 
尽管 是 随机 过 程 理 论 的 逻辑 前 提 , 但 其 形态 并 不 直观 明朗 ,通常 不 直接 提 到 它 ， 
只 需 将 其 存 于 心中 就 够 了 . 在 最 初步 的 考虑 中 ,不 妨 就 将 z(t) 看 作 类 似 于 普通 
函数 的 函数 ,所 不 同 的 只 是 z(5 仅 在 统计 的 意义 上 被 确定 . 正 因为 如 此 ,我 们 更 
偏向 于 对 c GO 采用 随机 函数 这 一 名 称 . 

当然 ,随机 函数 m 00 与 普通 函数 性 质 上 的 差别 毕竟 是 一 个 不 可 忽视 的 问 
题 . 一 个 值得 注意 的 事实 是 ,即使 是 常用 而 似乎 标准 的 随机 过 程 , 如 Poisson 过 程 
5j Brown 运动 ,其 轨道 性 质 都 较 差 . 为 改善 轨道 性 质 , 通 常人 0 中 除 掉 某 个 例外 
集 不 予 考虑 ,这 就 导致 几乎 必然 (a. s. ) 轨 道 性 质 的 概念 . 例如 E 

P(x(t) 对 上 不 处 处 连续 ) = 0 CP 表 概 率 )， 

则 说 随机 函数 C. 几乎 必然 轨道 连续 ,简写 作 a. s. 轨道 连续 ;a. s. 轨道 连续 与 
必然 连续 的 随机 函数 实际 上 不 必 区 别 . 为 方便 起 见 , 今 后 用 到 的 随机 函数 n (D, 
都 假定 是 轨道 连续 的 , 且 关 于 Co) 可 测 . 后 一 要 求 从 逻辑 上 看 无 疑 是 很 强 的 ， 
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但 在 应 用 问题 中 并 不 构成 真正 的 限制 . 所 以 ,上 述 约定 今后 将 不 再 男 作 说 明 . 

.在 经 济 分 析 中 ,除了 考虑 描述 经 济 变 量 的 若干 随机 函数 (如 reya) 等 ) 
之 外 ,往往 同时 使 用 一 族 随时 间 展 开 的 信息 集 1,, ARE LBA THERES 
(如 zG) ,» 0) 等 ) 携 带 的 至 时 间 t 为 止 的 信息 .后 一 假定 推出 

E,x(s) = x(s) (G<#t), 

Hop E, — EC: 17,) 表示 在 已 知 1, 中 信息 条 件 下 的 条 件 期 望 ,而 c0) 是 问题 所 涉 
及 的 随机 函数 . 此 外 还 假定 ,车 s 宇 i, Wz) — x(O) 与 1 独立 ;直观 上 ,这 意味 
着 用 过 去 的 信息 不 足以 预测 z 在 未 来 的 变化 ,因而 随机 函数 xz 是非 预期 的 . 如 同 
概率 空间 0 一样 ,信息 集 T, 的 严格 描述 需要 稍 多 的 数学 概念 ,不 宜 在 此 作 详 细 
解释 . 而 且 , 除 非 确 有 必要 ,今后 一 般 也 不 直接 提 及 信息 集 工 , 它 与 概率 空间 
(2,7 ,P) 一 样 ,只 需 存 于 心中 就 够 了 . 

B. 扩散 过 程 

前 面 将 随机 过 程 界定 为 随时 间 变 化 的 随机 变量 . 在 如 此 一 般 的 定义 下 ,对 于 
随机 过 程 我 们 几乎 推断 不 出 任何 有 实质 性 意义 的 结论 ,因而 并 不 能 用 来 解决 问 
题 . 这 就 表明 ,真正 有 应 用 价值 的 随机 过 程 ,必定 为 某 些 特殊 条 件 所 限定 , 对 于 在 
经 济 分 析 中 常用 的 随机 过 程 ,我 们 依次 提出 如 下 三 个 条 件 . 

G) Markov 性 . 设 是 定义 于 区 间 R, 上 的 一 个 随机 过 程 , 记 z= 二 2). 若 
对 任 一 组 时 间 O S fo «n on Lt co 与 任何 实数 ~， 有 

PG, < r|z, 2,77) = PG < rz)， (1) 

记号 P(A|X) 记事 件 A EMER X FORKS WG c AA Markov 性 ,或 
WR x J Markov 过 程 . 直观 上 , x Æ Markov 过 程 ,意味 着 在 已 知 当前 状态 的 条 件 
F, r 的 未 来 状态 与 过 去 无 关 ( 即 无 后 效 性 ), 这 就 表明 ,用 Markov 过 程 所 描述 
的 系统 如 同 用 某 个 微分 方程 所 确定 的 系统 一 样 ,其 未 来 取决 于 初始 状态 . 下 面 我 
们 将 看 到 ,应 用 上 最 重要 的 一 类 Markov 过 程 正 好 与 随机 微分 方程 联系 在 一 起 . 

Gi) 平稳 性 . 若 随机 过 程 zx 在 任何 时 段 [t,s](t <s) 上 的 增 量 x, 一 xz, 的 分 布 
仅 依赖 于 时 段 长 度 ; — t, WR x 为 齐 次 过 程 ,或 说 它 具 有 平稳 性 . 直观 上 ,平稳 
性 意味 着 系统 的 变化 仅 取 决 于 它 所 经 历 的 时 间 跨 度 ,而 与 其 起 论 时 点 无 关 . 可 以 
认为 ,进入 平稳 发 展 阶段 的 经 济 过 程 都 是 齐 次 过 程 . 值得 注意 的 是 , 齐 次 过 程 通 
常 是 与 自治 系统 联系 在 一 起 的 . 

Gi) 扩散 过 程 . VE rG) 是 一 个 Markov 过 程 ,为 简单 起 见 ,假定 它 是 齐 次 的 
Wt f(t,zx,y) 是 条 件 分 布 

P(x(s +t) Syla(s) = x) 

的 概率 密度 , 称 为 转移 密度 函数 , 若 存在 函数 a(x) 与 B* GO , 使 得 对 任 给 人 > 0， 
当 0 二: 一 0 时 关于 x € R 一致 地 有 
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| - sul PY =o), (2a) 
| E "P x)fü,r,y)dy = e(x)t 十 o(t), (2b) 
f _ a? um £Y f (t,£, y)dy = B? GOt 十 ot), (2c) 


则 称 cO 为 扩散 过 程 , az) 与 Bx) 分 别称 为 z(t) 的 漂移 系数 与 扩散 系数 
车 式 (2b)、 式 (2c) 中 的 积分 可 换 为 | MAE 


a(x) =lim LE(zG) — xz(0)1z(0) = 2] 
Em z(t) — zO) u . 
=limE| < 2 |z% = z|; 

` B*G) 一 lim KEO) — x(0)!|z(0) = x] 


=lim TVar[zCt) — z(0)|z 0) = z]. 


粗略 地 说 ,扩散 过 程 有 有 限 的 瞬时 移动 速度 与 位 移 方差 ,而 a(z) 与 8* CO 分 别 
为 系统 在 x 处 的 平均 瞬时 速度 与 位 移 方差 . 

一 个 齐 次 扩散 过 程 可 等 价 地 用 转移 密度 函数 Om) 或 用 漂移 系数 a(x), 
扩散 系数 8:(z) 确定 . 在 已 知 SG ry) 的 条 件 下 , a(x) 与 B* GO 分 别 由 式 (2b) 
与 式 (2c) 决 定 . 反之 , 若 已 知 wa(z) 5 BG), 则 ft,zx,y) 可 由 偏 微分 方程 


af af _1 arf 
acc Ua V8 ap (3a) 
af ——23(202D , 1 ?(8* Q.D 
或 at —— ay + 2 9 y (3b) 





及 适当 的 附加 条 件 ( 如 边界 条 件 ) 确 定 . 方程 (3a) 与 方程 (3b) 分 别称 为 后 向 方程 
与 前 向 方程 ,统称 为 Kolmogorov 方程 . 

C. Brown 运动 

在 2.1 节 中 我 们 看 到 , 白 噪 声 可 用 作 构 成 平稳 序列 的 基本 构件 . 这 就 不 免 让 
人 猜 度 :对 于 扩散 过 程 是 否 有 类 似 的 构成 法 ? 完全 对 应 的 解决 方案 似乎 并 不 存 
在 ,但 的 确 存 在 一 个 特殊 的 扩散 过 程 , 即 下 面 就 要 介绍 的 Brown 运动 , 它 对 于 一 
般 扩散 过 程 的 构成 有 重要 作用 . 

Brill Brown 运动 是 这 样 一 种 随机 过 程 a(z), 它 满足 如 下 条 件 . 

CG) 独立 增 重 性 ; u(z) 在 互 不 相交 的 时 段 上 的 增 量 互相 独立 ,这 意味 着 , 若 
0s 6x s x t xm s x rn xL L ss ll uG) — «(G0 Sign) 互相 独立 . 

Gi) IER E EO xL oo, Mj uls) — uG) 一 NO — t));u(0) = 
0. o* 也 记 作 of CRA VE Wf HK o2 20g Brown 运动 u(t) 的 方差 ); 当 o — 1 时 称 
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u(t) 为 标准 Brown 运动 . 
E A fF GO. ii) 可 以 推出 ,Brown 运动 uC) 必 为 齐 次 扩散 过 程 , 其 漂移 系数 
与 扩散 系数 分 别 为 0 Ho’, 而 转移 密度 函数 为 
f(r,y) = ; ^el GI |. (4) 
直观 上 ,可 想象 一 个 Brown 运动 u(t) 描述 了 这 样 的 随机 运动 :平均 来 说 运 
动 质点 位 于 原点 ,但 扰动 方差 与 时 间 成 正比 地 扩大 . 有 趣 的 是 ,可 将 Brown 运动 
u(t) 比拟 于 如 下 随机 序列 : 








uy 一 Me. uo = 0, (5) 
其 中 是 方差 为 o HABE. 对 于 由 式 (5) 表 示 的 ww, 注意 有 


Eu, = 0, Varu, = o't, 
3X 5j Brown 运动 u(t) 的 性 质 u) ~ N0, 0t) 颇 为 类 似 . 
为 展开 随机 积分 之 需要 ,在 条 件 (iD ii) 之 外 ,对 于 一 Brown 运动 uG) 还 附 
加 以 下 十 分 重要 的 条 件 . 
Gi) XP Os: sx oo, MBB us) — ut) SBR I, Hho, Bl we) 是 非 
预期 的 . . 
今后 将 不 加 说 明 地 利用 以 上 假定 . 为 了 说 明 条 件 (iii) 在 论证 中 的 重要 性 , 考 
虑 以 下 例子 . 
命题 u,v Æ Brown E lj, Ul] w = u + v JRJJ Brown 运动. 
证 首先 , w(0) = 0. FO<t<s<oco, DU 
wGG) — wt) = [uG) — ut) J + Lvl) — vd) ~ NX, oZ G — 0D, 
FER oL = oh el 294,9, 取决 于 
cov[u(s) — ult), v(G) — v(t) | = bals — D. 
tt + ASIS <s + As, Ault) = ult + At) — ult), Aw) 等 , 仿 此 , 则 
E[Azw GC) Aw GS) ] 
= EE,[Au() ^u) 十 Autt)Av(s) + Av(t)Au(s) + Av(t)Av(s)] 
= 0 = E[Aw(t) JE[Aw(s) ], 
其 中 用 到 Au(s), Av(s) 独立 于 工 .. 口 


3.1.2 随机 积分 ? 
与 通常 的 微 积 分 学 不 同 ,随机 微 积分 学 是 从 积分 开始 ,然后 引入 微 分 的 .在 


( 此 处 所 介绍 的 随机 积分 是 It6(1944) 引 入 的 ,因而 称 为 It6 积 分 .但 类 似 的 概念 其 至 可 追溯 到 
Wiener (1923). 1t6 积 分 初 看 起 来 有 点 怪异 ,并 非 很 快 被 人 接受 ,只 是 数 十 年 后 才 成 为 数学 家 与 应 用 科学 


家 手中 的 流行 工具 , 对 于 It6 积 分 的 完善 与 推行 ,俄罗斯 数学 家 功 不 可 没 , 尤 其 值得 提 到 Gihman-Skorohod 
(1972) ,Arnold(1974) 等 人 的 工作 . 
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本 小 节 中 ,我 们 从 类 似 于 通常 积分 学 的 思路 展开 随机 积分 理论 :作为 某 种 积分 和 
的 极限 定义 随机 积分 ;然后 介绍 随机 积分 的 主要 性 质 ;进而 考虑 不 定 积分 . 从 应 
用 的 角度 看 ,关注 的 重点 是 积分 的 性 质 . 

A. 定义 

如 同 普通 积分 一 样 ,随机 积分 定义 为 某 个 积分 和 的 极限 . 首先 指明 ,对 于 随 
机 变量 使 用 均 方 收敛 意义 下 的 极限 , 例如 , 若 xxu On 一 1,2,…) 是 随机 变量 , 则 
36 E|r,— r|*— O(n 一 co) 时 说 {zx} 均 方 收 钱 于 zx iE 

Limz, = 2. 

给 定 区 间 J = Le, 如上 的 一 个 随机 函数 TOO , CBB x00 在 了 上 的 随机 积 
分 . 为 使 积分 存在 且 有 较 好 的 性 质 , 对 x00 作 如 下 较 强 的 假定 . 

G) x(t,w) 作为 了 X 上 的 函数 是 可 测 的 . 

Gi) rG) tE EADE, B V 2, CUA 


l.i.m z(t) = z(t). 
Qi) xG) 在 了 上 平方 可 积 , 即 
[Eizo |?dt < co, (6) 


今后 只 要 用 到 随机 积分 ,就 不 加 说 明 地 认定 其 中 涉及 的 随机 西数 已 满足 以 
上 条 件 . 至 于 在 经 济 分 析 中 处 理 的 随机 函数 是 否 满足 这 些 条 件 , 并 不 是 一 个 理论 
问题 ,也 不 必 考 虑 如 何 去 验 证 它 . 数学 假定 的 合理 性 ,总 是 由 基于 这 些 假定 的 理 
论 的 实际 应 用 效果 来 证 实 的 . 

下 面 考虑 关键 的 问题 :如 何 用 ce) 构成 一 个 积分 和 ? 我 们 从 如 下 事实 得 到 
启发 :一 个 随机 序列 y, 典型 地 可 表 为 


= Spe, ( 依 2.1 节 式 (22)) 
= 5 b, ;Au;. Cu: 依 式 (5)) 


j=t—n 


如 果 以 某 个 Brown 运动 u(t) FRERPH u, D x OO SEHR 5;, 则 导向 考虑 积分 
和 


Dy xt) Ault)), 


其 中 Ault) 一 ult) 一 ultj_1) a = to 之 之 … <t, =b ERE J 的 任 一 划分 . 
这 就 自然 定义 





O RA ik OMA oH Hilbert 空间 L 中 的 范 数 收敛 . V x € VD, 有 xl = 
(Elz|)U?, Big Ela, — r|? — 0e Ilan — xl -0 一 co). | 
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b n 
| x@duct) = Lim 226, 0A). (7) 
a maxdt +0 j=l 
进而 规定 >. AME b> a, 式 (7) 中 的 积分 存在 , 则 定义 
Frodu = Li m ['zcoduco. (8) 


由 式 (7)、 式 (8) 定 义 的 积分 就 称 为 随机 积分 或 tt6 积 分 . 今后 使 用 积分 式 (7) 时 ， 
一 般 使 用 较 简略 的 记号 | zdu 或 [zWar. 


从 形式 上 看 ,积分 式 (7) 似 乎 就 是 通常 的 Riemann-Stieltjes 积分 的 推广 . 但 
对 于 随机 积分 有 一 些 不 可 忽略 的 特点 值得 特别 强调 . 首先 注意 ,积分 和 中 的 
x(t.) 不 能 代 之 以 (5) 《tj € (tj154jj]), 这 一 点 的 理由 并 不 明显 但 关系 重大 ， 
且 这 正 是 It6 积 分 的 精巧 之 处 . 其 次 , 式 (7) 中 的 极限 是 依 均 方 收敛 而 非 普 通 收敛 
取 的 ;因此 ,积分 的 结果 得 到 一 个 平方 可 积 的 随机 变量 (随机 变量 平方 可 积 
SEF < oo ) ,而 并 非 如 普通 积分 一 样 得 到 一 确定 实数 . 

最 后 指出 ,在 已 提 到 的 关于 x0) 的 假定 下 ,由 式 (7) 定 义 的 积分 必定 存在 . 
这 一 事实 的 严格 证 明 并 不 简单 ,这 些 都 不 是 此 处 所 宜 考 虑 的 . 总 之 ,对 于 积分 的 
有 效 运 用 ,真正 重要 的 是 熟悉 其 性 质 ;至 于 积分 的 严格 定义 及 与 定义 有 关 的 严格 
论证 ,在 应 用 问题 中 都 是 不 必 提 及 的 . 

B. 性 质 

现在 概述 随机 积分 的 主要 性 质 . 如 前 面 已 指出 的 ,这 对 于 随机 积分 的 应 用 是 
根本 的 .以 下 设 xp 是 给 定 的 Brown 运动 , z,y 是 给 定 的 随机 序数 .首先 ,和 随机 积 
分 定义 的 明显 的 “Riemann-Stieltjes 形式 ”直接 导向 如 下 简单 性 质 . 

G) REE. UE ,8 为 常数 (或 平方 可 积 随机 变量 ), 则 


[ cox + By)du = af zdu + BY yau, 


f'zdcou + Bo) = af du + B[ zdv. 
GD Wm. Ha<c<b, W 
IET = ET n zau. 
以 上 性 质 无 疑 是 平凡 的 ,而且 也 无 关乎 积分 的 随机 本 质 . 下 面 的 一 组 性 质 则 


明显 地 依赖 于 Brovwn 运动 的 统计 特性 ,因而 是 更 具 本 质 意义 的 . 
Gi 均值 性 . 设 E, = EC 11,) (参看 3.1.1A) , 则 


E. | zdu 一 0 一 Ef’ edu. (9) 
为 使 式 (9) 在 直观 上 显得 更 为 自然 ,不 妨 将 式 (9) 与 如 下 熟知 的 结果 进行 对 比 : 
E, >) bye; = 0, 


jt 
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式 (9) 的 重大 意义 在 于 :适当 地 取 期 望 ,可 简单 地 消去 某 些 含 随机 积分 的 项 . 
这 就 为 简化 含 随机 积分 的 式 子 提供 了 一 个 极 简便 的 方法 ,这 一 方法 用 处 之 大 ,下 
面 将 有 许多 机 会 体会 到 这 一 点 . 
(v) 等 距 性 . 意 措 以 下 等 式 成 立 ， 
| za) = otf Blac tas. (10) 
“等 虐 ” 一 词 的 解释 如 下 . 以 L^ 00) RA 上 的 平方 可 积 随机 变量 之 全 体 ,以 作 i 
[a ,上 满足 条 件 (6) 的 可 测 随 机 函数 之 全 体 ，Z2(O) 与 o 纷 别 依 范 数 
Ney = ceo pel = a| [Elec a)” 


BUA Hilbert 空间, 则 式 (10)( 加 上 随机 积分 的 性 质 (i)) 表 明 , 由 随机 积分 所 定义 
的 映射 








LD, 20) > feedu 

是 一 个 等 距 同 构 . 这 一 解释 使 我 们 得 以 运用 Hilbert 空间 理论 中 的 某 些 相关 结 
TR. 例如 ,等 距 性 的 一 个 直接 推论 是 

E[ | zdu ydu |= off ELz coco an 
EX B SEER PESE Hi ARAL RP (n 00 ) 满足 

f'Eiz.c — z(D|'dt--0 (n— o), 
即 在 空间 7? 中 x, — xz, 则 有 以 下 极限 公式 ， 

Lim [xsd = | zau. 


必须 强调 指出 ,随机 积分 的 性 质 (iii) iv) 强 烈 地 依赖 于 Brown 运动 的 统计 
特性 及 条 件 (6). 这 也 表明 ,限定 满足 条 件 (6) 是 必要 与 合理 的 ， 
C. 不 定 积分 
从 逻辑 上 看 ,考虑 不 定 积 分 
XQ) = | zodus) (12) 
如 同 考虑 通常 的 不 定 积分 
FO = [fos aa 


一 样 自然 . 而 更 具 启 发 性 的 是 , 式 (12) 明 显 地 对 应 于 平稳 序列 的 Wold 表示 
zı = B(L)& = Sb ju; 


jet 


其 中 BIL) = > 5D us RAG). 这 就 自然 希望 , 形 如 式 (12) 的 不 定 积分 将 用 
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作 表 示 随 机 函数 的 重要 工具 . 

如 所 熟知 , 形 如 式 (13) 的 不 定 积分 有 一 系列 良好 的 性 质 . 在 某 些 方面 , 式 
(12) 中 的 X Ce) 颇 类 似 于 式 (13) 中 的 F(z) (如 连续 性 ); 而 XXO 的 统计 特性 , 则 
完全 依赖 于 式 (12) 中 积分 的 随机 本 质 , 因 而 非 FPO 所 能 比拟 . 

G) 连续 性 . XG 均 方 连续 , 且 a.s. 轨道 连续 . 不 失 一 般 性 ,今后 总 认定 
X@) 轨道 连续 ,通常 就 简单 地 说 X OO 是 连续 的 . 

(ii) 均值 性 质 . 直接 由 式 (9) 推 出 EXGQ) =E, X0) = 0G Sa). 注意 到 

XG) =X) 十 [adu (a «t « s), 
得 EX(s) =X) (ast«s). (14) 
这 表明 X OO R&— | ER. 这 一 结论 具有 重要 意义 . 

对 于 随机 函数 ra), 除了 前 面 定义 的 It6 积 分 之 外 ,还 可 以 考虑 其 轨道 积 

分 ,即将 ra) 看 作 二 元 函数 x(t,w) 时 对 时 间 上 的 积分 : 
[za 一 [zc d:. 
如 同 It6 积 分 一 样 , 如 上 积分 的 结果 也 得 到 一 个 随机 变量 . 

在 很 多 情况 下 ,轨道 积分 与 1t6 积 分 组 合 在 一 起 使 用 ,其 一 般 形 式 是 

| fea 十 feoda, 
其 中 fQ) 5 e® BAT BRELERHÉC. ua) 是 一 个 Brown 运动 ,并 假定 上 式 中 的 两 
个 积分 均 存 在 . 为 书写 简便 , 常 将 如 上 的 积分 式 缩写 成 

[rod g@du] 或 [oto gaw. 
对 这 样 的 积分 ,自然 也 可 以 考虑 不 定 积 分 
Xo) = f [Fods + gCs)du]. 

在 对 fc DC 的 通常 假定 下 , XO 是 轨道 连续 的 随机 函数 ,日 

E,X(t) =E | f G)ds. 
以 上 事实 ,今后 将 不 加 说 明 地 使 用 . 

3. 1.3 随机 微分 


在 It6 微 积分 学 的 框架 内 ,微分 并 无 独立 意义 : 它 只 是 积分 的 某 种 衍生 物 .但 
这 并 不 妨碍 对 It6 微 分 建立 一 套 系统 的 形式 规则 ;这 些 规则 与 通常 微分 规则 虽然 
略 有 差异 ， 但 其 运用 之 方便 , 亦 是 以 令 人 满意 . 

A. 定义 

对 于 不 定 积分 (12) ,一 个 源 于 经 典 微 积分 学 的 自然 想法 是 ,似乎 应 有 dX = 
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zdu, B 
d| x(s)ducs) = x(t)du(t). 
如 果 依 据 通 常 微分 的 意义 ,将 上 式 解释 为 
Sf zodu) = ru (2), 
则 导致 一 个 无 意义 的 结果 : 因 可 严格 证 明 , zx 6) 几乎 必然 地 不 存在 . 这 就 造成 
了 一 种 令 人 遗憾 的 局 面 :通常 微 积 分 学 中 的 基本 公式 , 即 Newton-Leibniz 公式 ， 
并 不 适用 于 随机 微 积分 . 然而 ,Newton-Leibniz 公式 的 巨大 价值 强烈 地 促使 人 


们 力求 保持 其 地 位 ,即使 只 是 形式 上 保持 也 罢 . 这 就 引导 出 一 个 初 看 起 来 似乎 是 
纯 形 式 的 定义 : 若 某 个 随机 函数 rO 有 如 下 积分 表示 : 


x(t) = x(a) 十 | fords 十 l'acoduco, as 


ABO) 5 gGD) WARE J = [a,6) 上 的 随机 函数 (当然 亦 可 以 是 普通 函数 )， 
积分 


| Foods 与 | gcsyaucs) 
分 别 为 普通 积分 与 It6 积 分 , 则 约定 dz = fdt 十 gdu, 或 
dz(t) = fdt + giDduco, (15)! 
并 称 dic CO) A c(t) 的 随机 微分 或 1t6 微 分 . 由 此 可 见 , 随 机 微分 (15) 原 不 过 是 积 
分 表示 式 (15) 的 一 种 改写 而 已 , 除 此 之 外 并 无 独立 意义 . 然而 , 正 是 这 一 改写 ,使 
得 我 们 刻意 要 保留 的 Newton-Leibniz 公式 至 少 在 形式 上 获得 了 意义 : 因 利用 式 
(15) 现在 可 将 式 (15) 写 成 
faro = 26), 6) 
或 者 等 价 地 有 
af Lf G)ds + g(s)du(s)] = fdt + gdut). (16)! 


无 论 是 式 (16) 还 是 式 (16)》 ,在 形式 上 与 通常 的 Newton-Leibniz 公式 已 无 差别 . 
当然 ,读者 会 说 ,这 一 切 都 不 过 是 记号 上 的 一 个 戏法 ,真正 本 质 的 东西 , 仅 积分 式 
(15) 而 已 .但 读者 将 很 快 看 到 ,利用 式 (16) 这 一 类 的 公式 在 方法 上 可 收 到 许多 好 
处 . 

读者 可 能 希望 在 式 (15)’ 的 基础 上 再 往 前 走 一 步 , 推 出 


of p gr (15)" 
然而 , 式 (15)" 是 否 真 有 意义 ,这 就 要 看 如 何 理解 “导致 dz/di 5j du/d T . 如 前 
所 述 , 在 通常 的 意义 上 ,导数 wx (5 并 不 存在 ,因此 ,在 通常 的 意义 上 , 式 (15)" 确 
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无 意义 . 另 一 方面 , 若 将 de 理解 为 很 短 的 时 间 ( 但 不 看 作 无 穷 小 !1) , 且 认 定 
. du 一 u(t 十 dt) — u(t) (17) 
Æ u ERJ E [zt + de] 上 的 增 量 , 则 du/de 当然 有 完全 严格 的 意义 , 且 能 准确 地 
写 出 
E,(du/dt) = 0, Var,(du) = o*dt. (18) 
类 比 式 (17) 亦 可 约定 dz 二 z(t 十 dt) 一 z(t), 但 依 此 约定 却 不 能 使 式 (15)" 严 格 
地 成 立 . 尽管 如 此 ,在 应 用 领域 仍然 广泛 地 使 用 式 (15)" 这 类 公式 ,并 称 du/dt 
(有 时 就 写作 u GO) AAW. 这 当然 是 考虑 到 dx/d REX MUTARE & HE 
FH. 在 Brown 运动 的 应 用 中 ,使 用 记号 du 的 机 会 远 多 于 单独 使 用 记号 u, 因而 人 
们 干脆 就 称 du Jy Brown 运动 HK onde 是 du 的 方差 ,而 实际 上 严格 地 说 , du 是 
Brown 运动 u 的 增 量 . 类 似 地 ,说 到 Brown 运动 du 与 dv 不 相关 时 ,当然 是 指 zx 
与 v 不 相关 . 所 有 上 述 记 号 与 术语 似乎 都 有 “混用 ”之 嫌 , 但 实际 上 并 未 导向 混 
乱 , 倒 是 带 来 不 少 方便 . 鉴于 此 ,本 书 亦 追随 在 应 用 领域 中 已 流行 的 做 法 ,而 不 以 
纯 数学 的 严格 标准 予以 品评 与 限制 . 
B. 1t6 公 式 
本 来 纯 属 形式 约定 的 随机 微分 ,最 终 居 然 成 了 随机 分 析 中 起 重大 作用 的 基 
本 工具 ,关键 在 于 It6(1951) 建 立 了 一 个 微分 公式 ,应 用 该 公式 解决 了 对 复合 函 
数 求 随机 微分 的 问题 . 以 It6 公 式 为 基础 ,对 随机 微分 可 建立 一 套 简便 可 行 的 微 
分 规则 ,它们 在 形式 上 与 用 法 上 都 与 普通 的 微分 规则 恰 相 对 应 . 这 样 ,随机 微分 
就 成 为 如 同 通常 微分 一 样 便于 运用 的 工具 ,其 合法 性 就 自然 确立 了 . 因此 不 足 为 
怪 ,It6 公 式 一 直 被 看 作 It6 微 积分 学 的 基石 ;在 有 关 文 献 中 , 它 也 以 Ht6 引 理 著 称 . 
1t6 公 式 初 看 起 来 颇 带 神秘 性 , 且 其 推导 不 易 , 向 来 成 为 初学 随机 微 积 分 者 
的 一 道 关 卡 . 其 实 ,It6 公 式 的 表示 与 用 法 都 是 很 简单 的 . 设 FO) 是 给 定 的 普 
通 函 数 , 它 有 对 :的 一 阶 与 对 x 的 二 阶 连续 偏 导数 ;xz(z) 是 表 如 式 (15) 的 随机 落 
数 , 则 复合 函数 F[t,z()] 是 一 个 随机 函数 , 它 的 随机 微分 dF (t,x) 可 用 如 下 
It6 公 式 计算 : 
dF (t,x) = Fdt + F,dx + FP and)’, | (19) 


Hep F, = F[1xGO)]F. 5 F. fidt: dz 依 式 (15) ,而 

(dx)? = (fdt + gdu)? = g*oidt, 
这 相当 于 认定 

(dt)? = dtdu = 0, (du)? = otdt. (20) 
利用 式 (20) ,可 将 It6 公 式 (19) 改 写成 更 具体 的 形式 : 


dFG,z) = |F, + Ff lor. dt + F gdu. (19)' 
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另 一 方面 ,显然 亦 可 将 式 (19) 改 写成 表面 上 更 长 的 公式 ， 
dF(,z)-— Fidt + Fdx + SUF (ae)? + 2F dtd + F (dx)?]. 


这 就 表明 ,在 遵循 式 (20) 的 前 提 下 ,It6 公 式 相 当 于 : 
dF = F #} Taylor 展开 式 的 一 阶 项 与 二 阶 项 之 和 . (21) 

只 要 记 住 规则 (21) 与 式 (20) ,1t6 公 式 的 运用 就 畅通 无 阻 了 ,并 不 需 去 记 更 具体 
HRD. 而且, 式 (21) 是 高 度 一 般 化 的 ,即使 将 F(z,x) 替换 为 Pz, 
zx). 或 者 下 为 向 量 值 函数 , 式 (21) 仍 然 保 持 有 效 ( 这 是 要 点 1). 当然 ,应 记 住 , 运 
用 式 (21) 时 必须 结合 使 用 式 (20). 

式 (20) 称 为 随机 微分 的 乘法 表 , 今 后 将 大 量 使 用 , 且 对 其 用 法 将 不 再 另行 说 
BA. It6 公 式 的 神秘 之 处 ,主要 源 于 乘法 表 (20). 对 式 (20) 的 一 个 粗略 解释 是 :由 
RADA 

E(du)? = Var(du) = o'dt, 

这 表明 式 (20) 的 后 一 式 “ 平 均 地 ”成 立 . 因 Ct)? 与 dtdu 相对 于 di 为 更 高 阶 的 无 
穷 小 , 故 在 计算 dF Ga) 时 均 可 舍 去 ,这 就 导向 式 (20) 中 的 前 一 约定 . 

xig = 0, Hl dx = fd, 则 式 (19) 重 合 于 通常 的 微分 公式 : 

dF = F,dt + F,dz. 


OAK AYR Z ALTE Ze T — ZF (da? 的 出 现 ,这 也 是 随机 微分 区 别 于 通 
常 微分 的 地 方 . 

C. 随机 微分 规则 

通常 微分 学 的 一 个 熟知 事实 是 :复合 函数 微分 规则 是 导出 所 有 其 他 微分 规 
则 的 一 条 母 规则 . 被 看 作 复合 函数 微分 规则 的 Tt6 公 式 ,在 随机 微分 学 中 亦 起 同 
样 的 作用 . 下面 利 用 1t6 公 式 导出 一 些 常用 的 微分 规则 . 下 面 当 提 到 y 等 时 ,总 
认定 随机 微分 dz,dy 等 均 有 意义 ， 

O 复合 函数 微分 规则 . 这 是 一 种 特殊 情况 . BS) 有 二 阶 连续 导数 , 则 直 
接 由 It6 公 式 (19) 有 


dfG) = f'G)dz 十 SI ay dry. (22) 


式 (22) 可 以 说 是 It6 公 式 的 最 常用 的 形式 . 
Gi) 对 数 微分 法 . 由 式 (22) 有 





d(e7) = er| dz + gj». (23a) 
2 
ddnz) = S£ — (de (23b) 
NE 2x 


B F = FG). 以 lnF 替换 式 (23a) 中 的 二 ,得 到 
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dF = d(e^^) = F [a InF + $025]. (24) 


这 就 是 对 数 微分 公式 .对 于 FF 表 为 乘积 或 寡 函 数 的 情况 ,应 用 式 (24) 可 明显 简 
化 计算 . 
GD AMM. Ub F = Capa cC os 为 常数 , 则 
dünF) = >jadnz,;) = DES — eur). OB X (300) 
以 此 代 人 式 (24) 得 


f= geji- Se] iu ey 














adz; 2" dzidz; 
=>, P -gX«a- 十 DL EcL (25) 
其 中 已 依 乘法 表 (20) 舍 去 了 高 阶 项 . 
式 (25) 涵 盖 了 很 多 特殊 情况 .例如 , 取 眉 一 xxu 得 | 
Ary T Ln) dz; dzidzi ， 
= 2 zc 2; Em (25) 
RF = xy ,从 式 (25)' 得 出 
d(xzy) = ydz + xdy + dzdy. (26) 
结合 式 (26) 与 式 (16) 得 到 分 部 积分 公式 
b b 
| >az 一 zy| — | cay 十 dzdy)， (27) 


车 dzdy = 0 (jdn dz = fdi 时 就 是 如 此 ), 则 式 (26) 与 式 (27) 分 别 重合 于 通常 
的 乘积 微分 公式 与 分 部 积分 公式 . 
BR F = y/z, 则 从 式 (25) 得 出 


dE ERE (282) 
-z(& 8-8). (28b) 
x\ y x cr 


这 就 是 随机 微分 的 商 规则 , 它 比 通常 微分 的 商 规则 多 出 一 
x dzr(ydz — zdy). 
若 (dz) = dady = 0 (例如 当 dz = fdt 时 就 是 如 此 ), 则 式 (28a) 和 式 (28b) 与 通 
常 微分 的 商 规则 一 致 . 在 经 济 分 析 中 ,经 常 要 在 已 知 +,y 的 随机 增长 率 dz/z， 
dy/y 的 条 件 下 求 dCy/22 , 此 时 使 用 式 (28b) 是 较 方 便 的 .在 4.1 节 中 将 有 许多 
这 样 的 机 会 . 
D 应 用 举例 | 
It6 公 式 的 多 方面 的 应 用 后 面 将 陆续 看 到 . 此 处 所 举 的 几 个 例子 ,一 方面 起 
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解释 作用 ,同时 也 提供 几 个 有 用 的 结论 ,后 面 将 多 次 引用 这 些 结论 . 

O 计算 积分 . 若 被 积 表达 式 可 写成 “恰当 微分 ”, 即 表 为 某 个 随机 微分 dz, 
则 可 直接 用 式 (16). 这 种 情况 固然 使 人 乐于 应 用 ,但 毕竟 机 会 不 多 . 而 应 用 分 部 
积分 式 (27) 的 机 会 则 颇 多 . AIM, BY = at + B u,a,8 为 常数 , 则 


b 1 b 1 b 1 b 
[erac = 二 [errodcer) = ter] — L ferde) (用 式 (27)) 





l p 
Sas |. 2 





& 2 
— ipe Bdu + E- ożdt 





由 此 解 出 





| eu 一 a pal 一 pl edu}. (29) 


注意 , 式 (29) 右 端的 积分 为 It6 积 分 ,而 左 端 为 通常 积分 . 式 (29) 的 好 处 在 于 , 它 
有 助 于 计算 期 望 ; 


b 
E, | eterod = were 站 (b ma). (30) 
(iD HAMS. 基本 思想 是 :为 求 E,x GG 之 t), AFR 
EzG)— E[«c n face] (用 式 (16)) 
=x) 十 E,| (fae + gdu) ( 设 dz = fdt + gdu) 
= x) | Eyeoar (用 式 (9)) 
今 用 以 上 方法 来 计算 


ps) 全 Ee’ (st), 
其 中 上 固定 . 由 


gs) eu 十 E [ate] 
t 





s 2 了 2 
一 ep 十 Ef e"? | duc) + Par] (用 式 (23a)) 


2.2 fs 
一 epro 4 Bite | pT)dr 


2,2 
得 Ws) = PG), ga) = ef, 
解 这 个 关于 eC) 的 一 阶 线性 微分 方程 ,得 
B? ` 
Eft 一 exp| 7G -+e u(t) | (>t). (31) 


特别 t= 0, 然后 改写 s He 
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Ee"? = ef "aa (¢ > 0), (31) 
RGD. RGV BHHSKAD. utin nr EUSEB sz cz tU 
E,e? "0 78 rO -—E, ? "DE ef us) 


=E ef der tp /2 ， (用 式 (31)) 
这 就 得 到 
Eef (nF wc 一 eG Grt). (32) 
其 次 ,结合 式 (30) 与 式 (31) 可 最 终 算出 期 望 . 


E. f eoar 一 gue — 1]. w(t) =at+ B u(t). 
(30)’ 
3.1.4 推广 


在 经 济 分 析 中 ,应 用 多 维 随机 函数 并 对 之 进行 微 积 分 运算 ,无 疑 是 不 可 避免 
的 . 因此 ,前 述 的 随机 微 积分 理论 ,应 当 有 相应 的 多 维 推广 . 总 的 来 说 ,这 一 推广 
是 自然 而 简单 的 , 仅 有 不 多 的 技术 性 措施 需要 稍 细 致 的 考虑 . 因此 ,下 面 仅 概述 
最 基本 的 事实 ,并 强调 某 些 关键 点 .下 面 的 内 容 所 遵循 的 顺序 仍然 是 (参照 3.1.1 
小 节 至 3. 1. 3 小 节 ) :随机 函数 、 随 机 积分 与 随机 微分 . 
A. 向 量 随 机 函数 
—^r n 维 向 量 随 机 函数 
x(t) = Dn t) aE), OT, (33) 
无 非 是 ”个 随机 函数 n (0 102 00 ,zn(t) FARA OR RR HS n 维 随机 过 
Ta. E — Ric ub A) 25 JE A E PE a PR C CRE P BELLE 
g(t) = [250 lx,» (34) 
它 可 看 作 一 个 n X p 维 向 量 随 机 函数 .对 于 向 量 随 机 函数 ,可 施行 两 类 不 同性 质 
的 运算 ,通常 的 向 量 运算 (如 线性 运算 与 矩阵 运算 ); 施 于 随机 函数 的 运算 (如 取 
期 望 ,方差 及 求 随机 积分 或 微分 等 ). 对 于 后 者 ,通常 归于 对 各 分 量 的 相应 运算 . 
只 是 须 指 出 ;通常 的 绝对 值 E000 | 现在 应 代 以 Euclid 范 数 


kOl = (E lew) (x 依 式 (33)) 
及 leto = ( Sle.) I) ^. (g 依 式 (34)) 
ij 


> leol? = tr(e"g), 故 后 者 也 称 为 迹 范 数 . FER? 中 总 使 用 迹 范 数 ,除非 另 
有 说 明 . 

xt) 是 一 个 1 维 随机 函数 . x(G) 是 扩散 过 程 意味 着 ; x GO 具有 Markov 
性 质 ( 其 准确 描述 与 一 维 过 程 几 无 区 别 ), 且 存在 向 量 函 数 f(x) 与 ga) = 
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Lg; GO ] (为 简单 起 见 , 限 于 考虑 齐 次 过 程 ,这 在 应 用 上 是 最 重要 的 ), 分 别称 为 
漂移 系数 与 扩散 系数 ,使 得 YI>0, 当 0<: 一 0 时 对 xz6ER" 一 致 地 有 


f PG,x,dy) = o(t), 

ly— xl zò 

f O — VPE, x, dy) = ft + ot), 
\y—xl<é 


f PU 一 x)Cy — x)™P(t,x,dy) = gGOt 十 o(t), 


其 中 P(t,x,B) = P(x(O € B|x(O) = x) 是 转移 概率 . 
若 Uy Hp ttt ly WC Brown 运动 , 则 称 u = Cu, ug ttt ttp)" 为 一 个 P 维 
Brown 运动 . 约定 


cov (du; du) = apadt, 2 = [on jpx sp-: (35) 
当 £= 了 (单位 矩阵 ) 时 称 u p 维 标准 Brown 运动 . 式 (35) 可 缩写 成 0 
Var(du) = 3dt. (35)! 


SILAR p 2E Brown 运动 & 时 , 协 方差 矩阵 FB BRR C35). 

B. 积分 

x) 与 g(2) 分 别 依 式 (33) 与 式 (34). 当 涉 及 关于 x(2) xx g 00 的 随机 积 
分 时 ,总 假定 它们 的 分 量 满足 3.1. 2A 中 所 述 的 条 件 (i) ~ GiD ,因而 对 于 每 个 分 
量 随 机 积分 已 有 定义 .对 xC) 与 g(t) 的 It6 积 分 的 定义 依 如 下 很 自然 的 方式 给 
出 : 任 给 Brown 运动 u, 定义 


| za 一 [| idu,» JEZI (36) 
Tiu (uy, tz y+ uy)” 是 一 个 p HE Brown 运动 , 则 定义 
| sa 一 [ 3 feudu, , D fenda |. (37) 
如 此 定义 的 积分 | rdu 与 | gdu, 均 为 平方 可 积 的 维 随机 变量 . 
经 推广 后 的 积分 仍然 具有 性 质 (i) — Gi ( 依 3.1. 2B), 这 是 很 明显 的 . 但 等 


距 性 需要 特殊 考虑 . Uu 是 一 个 p 维 Brown 运动 . 首先 ,对 于 一 维 随 机 函数 ry, 
式 (11) 可 推广 为 


E| | zau, [du |= [ELr@y@y onde, (38) 
其 中 oa 依 式 (35). 利用 以 上 等 式 ,可 算出 
E| f'gdu =E5)| X [edu] (用 式 (37)) 








O 依 定义 ,对 任何 随机 向 量 x, 有 Var(x) = E[Gc — Ex) (x — Ex)7]. 因此 ,对 于 dz = (dui du. 
dup)T， 有 Var(du) = E[du(du)1] = 2di. . E 
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b b 
jk a a 











= 55 | Ecgsgw ondt, (用 式 (38)) 
这 就 得 到 T 
E | f edu “= [Elre Dar, (39) 
HP 2 RR (35). Au H p ARE Brown 23), W 2 — I, 于 是 
E| l'ecduco > [Ele pas, (40) 
其 中 leo) 为 迹 范 数 . 式 (40) 与 式 (10) 在 形式 上 已 无 区 别 . 
C. 微分 


BIO -—LfG AO. AO] 是 一 个 2 维 随机 函数 , g(t) 依 式 (34), u 
一 (za us Up) 是 一 个 p 维 Brown 运动 , 则 f 


x(t) = x(a) + ['trcoas + gls)du(s)] GI). (41) 
形式 上 ,积分 表示 式 (41) 与 式 (15) 毫 无 区 别 ,不 同 的 只 是 维 数 而 已 . 这 就 自然 约定 
dx(t) = f(t)dt + g(t)duct), (41) 


并 称 dx GO Wy n 维 随 机 函数 x(2) 的 1t6 微 分 . 设 x = (Cay ze, a). 显然 , 式 
(41)' 等 价 于 
dz, = fidt + d\gadue (Qi s n). 
对 于 一 维 It6 微 分 所 作 的 解释 ,无 需 任何 改动 即 可 移 用 于 维 It6 微 分 ; 仍 可 使 用 
形 如 式 (16) 的 公式 , 这 些 都 不 再 细 述 . 
唯一 值得 稍 作 说 明 的 是 It6 公 式 . 设 FG.x) = Foz E), HR x) 依 
式 (41). It6 公 式 (19) 现 在 推广 为 


dF (t,x) = Fdt + F,dx + I (dx) Fadx, (42) 


(42) 中 的 二 阶 项 . 详细 写 出 


(dx) F „dx = (du)"g"F „gdu (用 式 (41)') 
—tr[ (du)TgTF gdu] 
—tr[g' F..gdu(du)"] 
=tr(g F,g2)dt, 
其 中 和 矩阵 三 依 式 (35). 以 上 演算 中 用 到 乘法 表 (20) 的 如 下 推广 ; 
(dt)? = dtdu; = 0, dujdu, = ondt (15 E <P), (43) 


其 中 后 一 式 可 缩写 成 duldu)" = Sdt. 这 样 ,可 将 It6 公 式 (42) 改 写成 : 
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dF (t,x) —F,dt + F,dx + Lug FD: 


= |F, + Ff + Fre Fag) Jae + F,gdu. (42)! 
Huy p ARE Brown 运动 , 则 式 (42)' 简 化 为 
dF(t,x) = F,dt + F,dx + Str Fee" de. (42)" 


实际 运用 时 ,仍然 以 使 用 由 式 (21) 表 达 的 规则 (结合 用 乘法 表 (43)) 为 好 ,而 不 必 
死记 式 (42)' 或 式 (42)". 

A (42)' 表 明 , dF 由 两 部 分 组 成 :“ 确 定性 部 分 ”《…)dt 与 随机 扰动 部 分 
F.gdu; 这 两 部 分 的 性 质 与 作用 很 不 相同 ,在 随机 微分 的 运用 中 应 注意 仔细 区 
别 . 为 突出 确定 性 部 分 的 作用 , 引 人 记 号 

LF = LF (t,x) A E[dF(t,x)/dt], 
并 称 LF RRA FG, x) 的 期 望 变化 率 . 由 式 (42) ,有 


LF = F,+F,f + LotF.gn. (44) 
而 式 (42)' 可 以 改写 成 
dFG,x) = LF(t,x)dt + F,gdu. 
为 更 清 断 地 解释 式 (44) 的 具体 用 法 ,考虑 本 书 中 最 常用 的 两 种 特殊 情况 , 首 
先 设 
F-—F(,r), dx = fdt + gdu, 
则 直接 依 式 (44) 有 
LF = F,+ Ff + i 2g? F , (45) 


其 次 设 
F-—F(t,r,y), dz = fdt + gdu, dy = gdt + dv, 


DIGIE ME EMI 2] 


代替 式 (44) 中 的 x,f,g Fa 5 ,得 到 


则 分 别 以 


LF = F,+F.f+ F+ log. 十 2cugygF。 + ozyzF (46) 


实际 运用 时 ,并 不 必死 记 公式 (46) ,只 需 写 出 通常 的 到 二 阶 项 为 止 的 Taylor JR 
FÈ: 


dF = F,dt + F,dz + Fjdy + $l. (dz)? + 2F„dzdy + F,,(dy)?]; 
然后 以 dz = fdt + gdu 与 dy = gdt + 9dv 代 人 ,并 用 乘法 表 (43) 化 简 , 整 理 成 





dF 一 
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LFdt 十 …， 则 所 得 的 LF 必 具 有 式 (46) 的 形式 . 
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3.2 随机 微分 方程 


通常 的 微分 方程 (ODE) 的 一 般 形式 是 


dx(@t) = f(t,x@))dt, (1) 


或 简写 为 dx = fG,x)dt, 其 中 x = Gaston BRAN n HE BR, E 
数 f(z,x) : J XR >R RK xO) 的 变化 率 , J 是 某 个 区 间 . 方程 (1) 用 于 描 
述 随 时 间 展 开 的 确定 性 系统 . 然而 ,经 济 系统 通常 具有 不 确定 性 ,而 不 确定 性 因 
案 往 往 源 于 对 一 确定 性 系统 的 随机 扰动 (或 随机 干扰 、 随 机 冲击 ,这 些 都 看 作 同 
SCTE) ,描述 这 种 扰动 的 最 简单 而 自然 的 方式 是 在 系统 (1) 的 右 端 附加 扰动 项 ,将 
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微分 方程 (1) 推 广 为 
dx(t) = f(t,x(t))dt + g(t, x) dult), (2) 

或 简写 作 dx = f(t,x)d¢+ gi,x)du, P gax): J X R'— R? 是 一 个 矩阵 
值 函 数 ， U = (uut sup)" 是 一 个 p HE Brown 运动 .方程 (2) 就 是 本 节 所 要 考 
虑 的 随机 微分 方程 (SDE) ,其 中 x(1) 是 未 知 的 维 随机 函数 ,fCG,x(z)) 表达 了 
x(t) 的 某 种 平均 变化 率 , 而 扰动 项 g(t,x)du 则 表达 了 系统 的 方差 ,后 者 反映 了 
系统 面 对 的 风险 . 这 种 兼顾 均值 与 方差 的 数学 工具 ,对 于 宏观 经 济 分 析 的 意义 其 
大 ;一 些 主要 的 宏观 经 济 变量 的 动态 行为 与 相互 关系 , 正 适 于 用 SDE 来 描述 . 用 
形 如 式 (2) 的 SDE 刻画 经 济 系统 的 方法 , 正 可 看 作 经 济 分 析 中 已 成 为 标准 工具 
的 均值 -方差 方法 的 一 种 形式 . 实际 运用 表明 ,这 种 方法 是 非常 有 效 的 . 

由 于 扰动 项 gdu 的 存在 ,方程 (1) 与 方程 (2) 的 解 的 性 质 差 别 其 大. 不 过 ,对 
于 SDE 的 研究 ,ODE 理论 仍然 不 失 为 一 个 有 益 的 参照 .实际 上 ,SDE 理论 的 相 
当 一 部 分 概念 .结论 、 公 式 与 方法 , 正 是 从 ODE 理论 的 标准 内 容 自 然 地 推广 或 引 
申 过 来 的 . 作为 一 种 初步 理解 ,不 妨 说 SDE 理论 是 ODE 理论 与 随机 过 程 (或 随机 
分 析 ) 理 论 的 某 种 综合 . 

对 本 书 而 言 ,SDE 仅仅 是 一 个 辅助 工具 ,本 节 并 不 涉及 SDE 理论 的 深入 内 
容 , 只 是 概括 地 介绍 本 书 中 不 可 避免 地 要 用 到 的 那 部 分 SDE 知识 . 还 需 指出 ,此 
处 所 介绍 的 SDE 限于 使 用 It6 微 分 的 SDE( 也 称 为 16SDE)?, 它 只 是 可 供 选择 的 
多 种 SDE 中 的 一 种 . 不 过 ,It6 方 程 毕竟 是 目前 最 流行 的 , 它 的 多 方面 的 好 处 使 之 
具有 公认 的 优势 . 


3. 2.1 线性 方程 


方程 右 端 线性 地 依赖 于 未 知 函数 的 SDE 称 为 线性 SDE. 如 同 线性 ODE 一 
样 ,线性 SDE 的 解 具 有 清晰 的 结构 , 且 可 表 为 某 个 通 解 公式 ,因而 无 论 从 理论 分 
析 或 从 实际 计算 看 来 都 具有 明显 的 优势 . 与 ODE 相 比 ,对 于 一 般 SDE 的 求解 更 
加 缺少 实际 可 行 的 方法 ,因而 线性 SDE 的 作用 更 为 突出 .因此 ,在 本 节 中 将 线性 
SDE 置 于 首位 是 很 自然 的 . 在 经 济 分 析 中 , 凡 不 免 涉 及 SDE 时 ,我 们 将 总 是 尽 可 
能 使 用 线性 SDE. l 

A. 一 般 情形 | 

如 所 熟知 ,线性 ODE 的 一 般 形式 是 

x’ = A(t)x + y OD, (3) 

其 中 AO) 是 已 知 的 n x n MRR, y GO 是 已 知 的 2 维 向 量 函 数 . 若 式 (3) 


@ 1t6 很 早 (1946) 就 运用 他 所 创立 的 随机 积分 研究 SDE. 但 SDE 理论 粗 具 规模 且 开 始 进入 广泛 的 应 
用 , 却 是 在 俄罗斯 学 派 20 世纪 60 年 代 的 系列 工作 之 后 . 
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加 上 一 个 线性 的 随机 扰动 ,就 得 到 如 下 线性 SDE: 


p 
dx = [A(t)x + y(t) jdt + MUG Ox + b.) Jdu,. (4) 
1 


为 明确 起 见 , 以 下 设 AC, G,CO ECR}, R), yE) 5 b,G) 是 n 维 随机 函数 ， 
满足 定义 6 积分 时 所 要 求 的 那些 条 件 ( 参 考 3.1.2A), 1 Sk S psu = Gau 
… ,wp) 是 思维 Brown 运动 , Var(du) = 3dt, X = [o5],«, (参考 3.1 节 式 (35)). 
4,Gi,y,bi,u 都 是 给 定 的 ,而 x 则 是 未 知 的 n 维 随机 函数 . 

关于 SDE(4) 的 结论 是 从 有 关 方 程 (3) 的 相应 结论 推广 过 来 的 . 首先 ,方程 
(4) 密 切 联系 齐 次 线性 和 矩阵 方程 


» = [Adi + $16, CÓdu, Jo 
k 


Ot) 一 了 
Kp 0 — 00) 是 未 知 的 n X7 阶 矩阵 随机 函数 , 庆 之 0 是 取 定 的 初始 时 点 . 利用 
关于 SDE 的 基本 存在 定理 (参考 3. 2. 2A) 可 以 推出 ,问题 (5) 存 在 唯一 解 (D, 
它 称 为 线性 SDE(4) 的 基本 矩阵 . 可 以 证 明 OG) 是 a. s. 可 道 的 ,这 一 事实 对 于 用 
@() 构成 方程 (4) 的 通 解 是 关键 的 . BSG.) E 00 Rx p), WAM) iat 
为 通常 的 矩阵 方程 


(5) 


D= AGO, Of.) — I. (5)' 
如 所 熟知 ,方程 (5) 的 解 正 是 方程 (3) 的 基本 矩阵. 
为 得 出 方程 (4) 的 通 解 ,首先 注意 方程 (3) 的 通 解 为 
x(t) = ox xa) 十 J.97»o]. 
其 中 0 依 方 程 (5) .方程 (4) 的 通 解 公式 是 上 式 的 一 个 推广 : 
x(t) 200) xe) + Je ebos 


— YiGG Gesds + SMbiGàu]) >t), (6) 
jek * 


其 中 00) 依 方程 (5). 利用 It6 公 式 经 直接 计算 可 以 验证 ,由 式 (6) 表 示 的 x(2) 确 
满足 方程 (4). 在 式 (6) 中 令 ya) = b(t) 25 00 x E <p) 得 出 , 齐 次 线性 SDE 


dx = A(t)xdt + 9 1G, ()xdu, ay 
k 
有 形式 上 很 简单 的 通 解 公式 ， 
xG) = O(Dx(4) (Zt). (7) 


求 得 通 解 公式 固然 是 一 件 有 意义 的 事 , 但 对 于 式 (6) 的 实际 使 用 不 应 抱 太 大 
的 希望 . 首先 , 求 出 基本 和 矩阵 OC) 的 机 会 其 少 ,即使 对 于 较 简单 的 线性 ODE G). 
尚且 如 此 ,更 不 必 说 对 线性 SDE (C4) 了 . 况且 ,就 算 已 求 得 000, 将 式 (6) 用 于 解 
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的 计算 或 估计 也 远 不 是 简单 的 事 , 除 非 能 对 式 (6) 作 大 幅度 化 简 . 

B. 特殊 情形 

鉴于 通 解 公式 式 (6) 在 一 般 情况 下 几乎 无 法 实际 应 用 ,自然 关注 那些 使 式 
(6) 有 所 简化 的 特殊 情形 , 正 是 这 些 特殊 情形 在 应 用 中 版 为 常见 .除了 已 提 到 的 
齐 次 线性 SDE(4)' 之 外 ,主要 的 特殊 情形 是 :狭义 线性 方程 ;自治 线性 方程 ;一 维 
线性 方程 . 下面 主要 介绍 狭义 线性 方程 和 自治 线性 方程 . 3. 2. 1C 将 会 专门 介绍 
一 维 线性 方程 . 

(i) 狭义 线性 方程 ,其 一 般 形式 为 

dx = [Ax + y ]dt + b. CO du,, (8) 


这 相当 于 在 式 (4) 中 取 GO =00 & x ps 直观 上 ,这 意味 着 扰动 独立 于 
这 种 情况 在 经 济 系统 中 国 属 特 殊 ,但 确 有 发 生 . 
方程 (8) 的 特别 令 人 感 兴 趣 之 处 在 于 ,对 于 它 可 完全 套用 线性 ODE(3) 的 通 
解 公式 .首先 ,方程 (4) 的 基本 和 矩阵 就 是 方程 (3) 的 基本 和 矩阵 , 即 矩 阵 方程 (5)' 的 
OG), 它 完全 是 确定 性 的 ! 其 次 ,将 方程 (8) 改 写 为 
dx = A(t)xdt + du, du = y(Odt 十 D2)bilt)du,, (8)! 
尽管 dv 含有 随机 扰动 ,但 不 妨 置 这 一 事实 于 不 顾 , 将 它 当 作 一 个 如 同 ydi 一 般 
的 项 ,因而 可 仿照 方程 (3) 的 通 解 公式 得 出 方程 (8) 的 通 解 
x(t) =0@)[ xdo + | eco] 
oo xa) 十 [ o^ cro + Do dd]) CS). 0 
注意 在 通 解 公式 式 (6) 中 取 GG) 2 00 <k x p) 同样 得 出 式 (9). 
因 2G) 是 确定 性 的 , 故 直接 从 式 (9) 得 到 


Ex(s) = oG)| x) + [oo @Ey@de | Gn. (10) 
Gi) 自治 线性 方程 ,其 一 般 形式 为 
dx = [Ax + y(t) ]dt + $, [Gx + 6, C) ]du,, (11) 
k 


其 中 A,G, ER” (Os £C p). 注意 , 式 (11) 中 ?(G) 5 b CO MRT c, BK 
(11) 未 必 为 严格 意义 上 的 自治 系统 . 
自治 线性 方程 (11) 的 优势 在 于 , 因 和 矩 阵 方程 (依据 式 (5)) 
dO = ( Adt + 91G,du)O, OC) =1 (12) 


RAWHE. HERDAARH OC) 的 机 会 显著 增加 . HM, AM A, G, 
G, 两 两 可 交换 , 则 方程 (12) 的 解 是 
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Ot) = exp{( — i316 6.,| ¢— 1) + 236a — "(]]. (13) 
jek * i 


利用 It6 公 式 , 不 难 验 证 由 式 (13) 表 示 的 O@ RELIER OL. E — d, B u= 
Cuist, Uy)” 为 p 维 标准 Brown 运动 , 则 式 (13) 简 化 为 


Ot) = exp{( a 一 ;X«| ( — 0) + Do 一 «Gl. Qo 


35 —J i. G,-—00 sx x 5, 则 式 (13) 简 化 为 P(t) =e, HERNY 
程 (11) 为 狭义 线性 方程 ,于 是 可 用 公式 (9) 写 出 其 通 解 : 


x(t) = et^! x(t) 十 fe 4-9 [ y(s)ds + 2b GduG) | G > t). (05) 


当然 ,在 式 (13) 适 用 的 情况 下 ,以 式 (13) 代 入 式 (6) 亦 得 出 方程 (11) 的 通 解 
公式 .但 这 样 的 公式 过 长 ,不 便 写 出 ,今后 也 不 用 它 . 





C. 一 维 线性 方程 
在 n = 1 的 情况 下 ,方程 (4) 可 改写 成 
dx = [aG)x + y(t) Jdt + PEO + b) dus, (16) 


SEP a(t). g(t) 是 已 知 的 普通 连续 函数 , y(2) 6,0) 是 已 知 的 随机 函数 ， 1<k 
« p. 形 如 式 (16) 的 方程 正 是 本 书 用 得 最 多 的 SDE ,因而 值得 重点 考虑 . 
一 维 线性 方程 (16) 的 优势 在 于 ,从 方程 (依据 式 (5)) 


do 一 Dac)d + 9g. QOdu,]; OG) =1 (17) 
k 
总 能 求 出 基本 解 


Oa) = exp{| [ads — Lg onds 十 3n Gdao) |}. a8) 
fo jek k 


事实 上 ,将 式 (18) 写 作 O0) = e"? ， 则 用 3. 1 节 中 公式 (23a) 不 难 直接 验证 OG) 
满足 方程 (17). 一 旦 求 得 @(z), 只 需 将 式 (18) 代 入 式 (6), 即 得 出 方程 (16) 的 通 
解 公式 .但 这 样 的 公式 仍然 过 长 而 不 便 应 用 . 于 是 ,我 们 又 需要 进一步 考虑 更 特 
殊 的 情况 ,以 使 通 解 公式 简化 到 足以 便于 实际 运用 . 

O 齐 次 方程 ,其 一 般 形式 为 


dz = z[a(Odt + dv], dv = Sg. Gu, (19) 


这 相当 于 在 方程 (16) 中 取 y (D — 5,0) 28 000 x x p. 依 式 (7) ,方程 (19) 的 
jf x0) = OC) x(t.) O) 依 式 (18); 详 细 写 出 来 就 是 


a(t) 一 ravexp(] | ds 十 dwe) |} (t >t), (20) 


其 中 of = 218i» 注意 oi 5. c 有关, dv 并 非 通常 意义 下 的 Brown 运动 . 车 
a,gi(d x x» 为 常数 , 则 式 (20) 简 化 为 


a(s) 一 ls 
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x) = x (t )e* tr dv) a=a- la. (20)! 
这 样 的 x(t) 称 为 几何 Brown 运动 ,常数 
a = x E[dz/dt] 
BA z 的 平均 增长 率 或 期 望 增长 率 . 处 于 均衡 状态 下 的 经 济 变量 通常 具有 几何 
Brown 运动 的 特征 . 
Gi) 狭义 线性 方程 ,其 一 般 形式 为 
dx = [a(t)x + y(t) ]dt + DJ oda, (21) 
这 相当 于 在 方程 (16) 中 取 ge) =01<k <p). AKAKIDA 00) — e^, 


AQ = f aG)ds, 故 直接 用 式 (9) 得 出 方程 (21) 的 通 解 为 


a(t) = r(n)e^? 十 f e^ 740 [»«ds 十 Saodat) | (t S to). (22) 
fo k 
利用 式 (22) 推 出 以 下 两 条 件 等 价 : 
z(t) 一 一 | seEoyG)ds， 


limE,[z(sje4@ ] = 0. 


如 上 的 等 价 性 在 经 济 分 析 中 有 重要 应 用 (例如 参看 4. 2 节 式 (2),、 式 (3),). 
Gii) 只 有 一 个 干扰 源 的 线性 方程 ,可 写成 
dz = [a(x + y(t) Mt + [g Ox + 60) Jdu, (23) 
DASE 1S) PR p = 1,8g, = gb, = bu, =u. 对 于 方程 (23) , 依 式 (18) 
A 


O) =e, gd) = | [acoas — olg! GYds 十 g(s)du(s) |. 
然后 用 式 (6) 得 出 方程 (23) 的 通 解 如 下 : 
a(t) 一 工 (to)er + f e*?-*9ly(s)ds — b(s)g (sods + b(s)du(s)] (tE to). 


(24) 
D. 增长 率 与 回报 率 
重新 考虑 方程 (19): 
dx = x(adt + dv), (19) 
其 中 a = a0) 是 时 变 的 或 为 常数 , dv 是 一 组 Brown 运动 的 变 系数 线性 组 合 ,或 
其 本 身 就 是 一 个 Brown 运动 . 在 将 形 如 式 (19) 的 方程 应 用 于 经 济 分 析 时 ,最 重 
要 的 事情 常常 不 是 从 其 解 出 变量 <, 而 是 直接 从 方程 得 出 有 关 z 的 某 些 结论 ,或 
者 将 其 用 于 其 他 依赖 于 工 的 变量 的 研究 . 可 以 说 ,对 于 所 考虑 的 变量 工 只 要 能 写 
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出 形 如 式 (19) 的 方程 ,xz 的 变化 特征 就 已 十 分 了 然 . 为 了 使 这 一 点 更 为 明确 ,下 
面 给 出 某 些 在 经 济 分 析 中 业已 流行 的 术语 与 记号 .方程 (19) 可 改写 成 
dz Ladt + da Eldz/dt], 

dz/z 与 4 通常 分 别称 为 变量 z 的 随机 增长 率 与 期 望 增长 率 . 只 要 给 定 了 方程 
〈19) ,我 们 即 可 断言 :平均 地 说 , z 依 增长 率 a 增长 ,只 是 这 一 增长 受到 一 个 随机 
干扰 dv, 扰动 的 强度 取决 于 o1. 换 一 种 说 法 就 是 : z 的 增长 具有 常规 的 或 可 预 
期 的 增长 率 a, 此 外 附加 一 个 非常 规 的 .不 可 预期 的 随机 冲击 do. 车 dz = 
0(€3o = 0), Wa 就 是 通常 的 增长 率 g; = z/x, Wi dr = gdt. 为 了 与 上 述 解释 
相 适 应 ,在 本 书 中 系统 地 使 用 一 套 更 具 标 志 性 的 记号 : 


p, = a = Elez], du, = dv, 


因而 方程 (19) 可 标准 地 写成 
dz = x(¢,dt 十 du,). (19)! 
今后 只 要 写 出 形 如 式 (19) 的 方程 ,就 意味 着 几 与 du. PAA x 的 期 望 增长 率 与 
随机 冲击 ,而 不 必 再 作 说 明 . 适当 地 运用 以 上 解释 及 与 之 相应 的 记号 ,可 使 形 如 
式 (19) 的 方程 能 用 来 更 有 力 地 表达 经 济 变量 . 
有 趣 的 是 ,对 于 随机 增长 率 有 一 些 很 方便 的 形式 运算 规则 .下面 设 
dy = y(y,dt + du), 
而 dz 仍 依 方程 (19)'. 则 依 It6 公 式 有 
diay) _ 1, 


zy zy ydx + zdy + dzdy) i (用 3.1 节 式 (26)) 
_dz dy , drdy 
x y T Y 
= (p, + 4, + 6,,)dt + du, + du,, (H 3.1 4535 (43) 
ZV) 2 ee -各 | 
d| =] z É 21-9 (用 3.1 节 式 (28)) 


= (Øz U 内 — Gry 十 o2)dt T du, 一 du,. 


这 就 得 到 以 下 公式 : 
| Pry = p, + 9, 十 oxy， du,, = du, + du, (25a) 
duy = Pr — Py — Gry + 65, du, 一 du, 一 du, (25b) 


这 正好 推广 了 确定 性 条 件 下 增长 率 的 加 法 公式 ， 
Ezy = g, F £y Exly = 8x — &y- 
公式 (25) 很 容易 记 住 ,因而 非常 便于 应 用 . 值得 注意 的 是 ,随机 扰动 服从 十 分 简 
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单 的 选 加 规则 : du, = du, 十 du,; 而 确定 性 部 分 却 不 能 误 认 为 
Pry = Pa + Pys duy = Pr — Pye 

在 经 济 分 析 中 ,方程 (19) 常 用 来 表达 随机 环境 下 资产 的 增值 . 设 z 表示 个 体 
持 有 的 某 种 资产 的 存量 ,在 不 额外 注 人 增加 值 的 条 件 下 , r 依据 方程 (19) 自 然 增 
值 , 则 将 dz/z 与 内 分 别称 为 对 资产 z 的 随机 回报 率 与 期 望 回 报 率 (或 期 望 利 
率 ), 且 分 别 记 作 dR. 5 re 在 这 种 情况 下 ,方程 (19) 可 改写 成 

dR, = r,dt + du,. 

直观 上 ,以 上 方程 表示 ,在 时 段 [t,t 十 dt] 内 从 资产 = 获得 的 回报 为 zdR,, 它 被 
分 解 为 平均 回报 redt 与 扰动 edu, 两 部 分 . 


3.2.2 一 般 理论 


在 宏观 经 济 分 析 中 ,一旦 需要 用 到 SDE ,我 们 当然 尽 可 能 使 用 线性 SDE; 对 
于 这 类 方程 已 经 有 某 些 有 效 的 处 理 方法 ,这 从 3. 2. 1 小节 中 可 获得 初步 印象 . 然 
而 ,完全 避免 非 线 性 SDE 却 不 可 能 . 从 本 质 上 说 ,经 济 系统 必然 是 非 线性 的 , 用 
线性 系统 去 逼近 一 个 非 线性 系统 ,所 引起 的 误差 可 能 超出 问题 所 容许 的 界限 . 对 
于 非 线 性 SDE, 因 一 般 不 可 能 求 得 其 显 式 解 , 故 通常 只 能 在 不 求 出 解 的 情况 下 对 
其 作 某 些 定性 分 析 ,这 自然 需要 用 到 较 深 入 的 分 析 与 概率 工具 ,而 这 都 不 是 此 处 
所 宜 充分 展开 的 . 下 面 仅 考虑 两 个 最 基本 的 问题 :SDE 的 解 是 否 存在 且 具 有 唯 
一 性 ? 当 SDE 的 解 存在 时 , 它 作为 一 个 随机 过 程 有 哪些 最 基本 的 性 质 ? 
A. 存在 定理 
首先 解答 SDE(2) 的 解 的 存在 性 问题 .对 于 ODE(1) 来 说 ,如 所 熟知 ,f 满足 
一 定 的 Lipschitz 条 件 能 保证 其 初 值 问 题 存在 唯一 解 . 可 庆幸 的 是 ,对 于 SDE(2) 
亦 可 建立 类 似 的 结论 . 
定理 设 J=[t,6]CRi,f,g: € CU XR RDI CEESp),g = (gi 
BoB). BS 5 gOsksx p 满足 以 下 条 件 : 
|f(t,x) 一 Gy 十 gz) — g Gy const > |x — yl, (26a) 
lf@,x)| + 1g | < const * (14+ lxi), (26b) 
Wl Rt EA ey n] PA n 维 随机 变量 xv. 方程 (2) 存 在 唯一 解 x(G) WR x G0 一 
xo;x(t) 是 J 上 的 2 维 随机 函数 , 它 满足 3.1.2A 中 所 述 的 条 件 Q)~Gii)， 
条 件 (26a) 与 条 件 (26b) 分 别称 为 Lipschitz 条 件 与 线性 增长 条 件 , 这 些 条 件 
一 般 来 说 是 很 强 的 . 例如 , f = [x]? 这样 简单 的 函数 既 不 满足 Lipschitz 条 件 ,也 
不 满足 线性 增长 条 件 . 幸而 可 以 证 明 , 定 理 的 条 件 能 适当 放宽 :只 要 能 局 部 地 满 
BRET ,甚至 可 代 之 以 更 宽 的 条 件 . 对 于 线性 方程 (4) 来 说 ,Lipschitz 条 件 平 
凡 地 满足 ; 若 y G0 SOAK p) 是 通常 的 连续 函数 , 则 线性 增长 条 件 亦 能 
满足 . 在 这 种 情况 下 ,方程 (4) 的 解 的 存在 唯一 性 自然 不 成 问题 . | 
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在 本 书 中 ,存在 定理 的 作用 只 是 给 基于 SDE 的 方法 的 合理 性 提供 一 个 一 般 
的 逻辑 保证 ,并 不 存在 具体 应 用 存在 定理 的 问题 . 凡 涉 及 SDE 的 地 方 , 我 们 总 是 
假定 茶 组 类 似 于 式 (26) 的 条 件 已 经 满足 ,从 而 所 用 SDE 的 解 总 是 唯一 地 存在 
的 . 在 任何 情况 下 ,我 们 都 避 开 具体 验证 存在 定理 之 条 件 的 问题 . 

B. 解 的 性 质 

”SDE(2) 的 解 的 性 质 ,可 分 为 以 下 两 类 . 

C) 分 析 性 质 , 例 如 解 x(z) 的 均 方 连续 性 、 轨 道 连续 性 、 解 对 参数 的 连续 依 
赖 性 等 等 ; 均 方 连续 性 已 由 存在 定理 所 肯定 . 涉及 这 类 性 质 的 结论 与 论证 都 是 很 
接近 于 ODE 理论 中 的 相应 内 容 的 . 

Gi) 统计 性 质 ,这 是 SDE 所 独 有 的 ,因而 更 值得 重视 , 基本 的 结论 是 :SDE 
的 解 x(t) 是 一 个 扩散 过 程 ,， f(x) 与 gag Go! 分 别 为 其 漂移 系数 与 扩散 
系数 (此 处 设 z 为 标准 Brown 运动 ). 直观 上 ,设想 x(z) 描述 了 某 个 R^ 中 的 随机 
运动 ,该 运动 的 统计 规律 取决 于 初始 条 件 , 系 统 的 历史 无 后 效 性 ; fux OD X 
达 了 平均 运动 速度 ,而 gG,x)g(t,x)” 则 描述 了 位 移 方 差 . 位 移 方差 源 于 随机 拢 
BY g(t,x)du; X; gx) = 0, 即 扰动 消失 ,; 则 位 移 方差 亦 消失 ,运动 具有 确定 轨 
道 . 车 SDE(2) 是 自治 的 (这 意味 着 f 与 g SIR gU COLERE X CO 为 齐 次 扩散 过 
程 . 在 宏观 经 济 分 析 中 ,通常 考虑 在 某 种 平稳 状态 下 诸 宏 观 经 济 变 量 的 行为 ,在 
这 种 情况 下 系统 一 般 服 从 某 个 自治 SDE. 因此 , 齐 次 扩散 过 程 自然 地 出 现 于 宏观 
经 济 分 析 中 . 


3.2.3 稳定 性 


无 论 是 ODE 还 是 SDE ,稳定 性 都 是 重大 课题 , 且 已 形成 系统 的 理论 与 方法 . 
就 本 书 的 需要 而 言 ,稳定 性 的 意义 在 于 :用 SDE 描述 的 宏观 经 济 系统 的 长 期 趋 
势 如 何 ,常常 是 经 济 分 析 要 回答 的 首要 问题 .这 一 问题 的 解答 自然 地 联系 到 所 用 
到 的 SDE 的 稳定 性 分 析 . 

A. 稳定 性 概念 

为 简便 起 见 , 同 时 也 考虑 到 本 书 的 实际 需要 ,下 面 仅 考虑 自治 SDE 的 稳定 
性 问题 . 给 定 一 个 自治 的 SDE 系统 

dx = f(x)dt + g(x)du, (27) 

Kopf: D—R'g: DR", DCR #—-S8 2 KR u= (uy 5u5 Su)! 是 给 
$E RJ p 4EBrown 运动 , Var(du) = 2dt. 假定 对 任 给 x, € D, 方程 (27) 存 在 唯一 
定义 于 R+ 上 的 解 x(t)， 使 得 x(0) = xv; 下 面 将 这 个 解 记 为 x(i,xo). Ax" € D 
使 得 f(x") = 0,gx'20-09, Wx@) mx" 显然 满足 方程 (27), 因 而 x(t,x*) 二 
x'. x FER x^ 称 为 方程 (27) 的 有 点 或 均衡 点 , 它 表 示 发 展 过 程 的 一 个 相对 静 赴 
状态 .稳定 性 理论 要 解答 的 一 个 基本 问题 就 是 :车 x' 是 一 个 均衡 点 , x" x € 
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D, Rj t — off x G x) 是 否 依 某 种 意义 收 合 于 x*? 这 一 问题 引出 一 连 串 的 
概念 ,下 面 对 x” = 0 的 情况 表述 这 些 概 念 ,显然 这 无 损 于 一 般 性 . 
下 面 设 方程 (27) 具 有 零 解 , 即 SO) 一 0,g(0) = 0. A B; — (x ER": |x| 
8). V € 0, 22 0,3 0 0, 使 得 
P([x@,x)|<e,Vt2>0) 21-7 (Vx E€ Bs), ` (28) 
则 说 方程 (27) 的 零 解 是 随机 稳定 的 . 车 方程 (27) 的 零 解 随机 稳定 , 且 VY 7 € (0， 
15,34, 0, 使 得 


P(limxG,3,) =0)>1—7 (Vx € Bs), (29) 
则 说 方程 (27) 的 零 解 是 随机 渐 近 稳定 的 . 若 ` 
P(limx@,xo) =0)=1 (Vx € D), (30) 
则 说 方程 (27) 的 零 解 在 D 上 全 局 随机 渐 近 稳定 . 若 
fim | < ea. (ue D), (31) 


to0 


则 说 方程 (27) 的 零 解 在 D Ea s 指数 稳定 . 与 此 相反 ,车 


lim llre, Xo) | 


f+ 0° 


则 说 方程 (27) 的 零 解 在 D 上 a. s. 指数 不 稳定 . 此 外 ,还 有 类 似 于 a. s. 指数 稳定 的 
和 矩 指数 稳定 性 等 ,不 一 一 列举 ， 
本 书 主要 用 到 a. s. 指数 稳定 性 ,值得 对 其 作 进一步 的 说 明 . 令 


b = lim Linze, Xo)| (xo € D), 


B, —R 53 x, 及 wE 人 有关 .车 条 件 (31) 满 足 , 即 p 0,a.s. , WYP «80, 
t 充分 大 时 有 


>0,a.s. (OAxX ED), (32) 


[xlt xo) | < e^" ,a, s.. 
这 意味 着 ,方程 (27) 的 起 于 DD 内 任 一 点 的 解 几 乎 必然 指数 衰减 于 零 . 类 似 地 ,条 
件 (32) 意 味 着 ,方程 (27) 的 起 于 DD 内 任 一 点 Gc, = 0 除外 ) 的 解 按 范 数 几乎 必然 
指数 增长 至 无 穷 ,当然 几乎 必然 无 界 . 

由 条 件 (31) 显 然 可 推出 条 件 (30) ,因此 由 a.s. 指数 稳定 可 推出 全 局 随机 渐 近 
稳定 . 其 次 ,车 原 点 是 DD 的 内 点 , 则 由 在 D 上 全 局 随机 渐 近 稳定 可 推出 随机 渐 近 稳 
定 ; 而 依 定义 ,随机 渐 近 稳定 已 包含 了 随机 稳定 . 以 上 事实 ,都 是 明显 而 基本 的 . 

B. Liapunov 函数 法 

现在 我 们 集中 考虑 a, s. 指数 稳定 (或 不 稳定 ?的 判别 法 ,这 样 的 方法 从 ODE 
稳定 性 的 一 定 判 别 法 改制 而 来 . 如 所 熟知 ,在 ODE 的 稳定 性 理论 中 ,Liapunov 
函数 法 起 重要 作用 . 现在 的 目标 是 建立 适用 于 SDE(27) 的 Liapunov 函数 法 . 此 
处 我 们 不 拟 追 求 太 大 的 一 般 性 ,集中 考虑 本 书 将 用 到 的 特殊 情况 ，. 
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以 下 设 (0) = 0,g(0) = 0. Liapunov 函数 法 的 基本 思想 说 来 也 很 简单 :为 
判定 当 ! 一 co BE xG) 一 xdsxo)(rEDD) 的 变化 趋势 , 选 定 某 个 特定 的 Liapunoy 
Pa Vx), 通过 比较 了 Cxr(GoO) 与 xel 来 估计 Ix CO |, AAE 4 2 ce 时 
|x CO | 呈 指 数 误 减 或 指数 增长 . 为 作 如 上 比较 , 需 用 到 随机 微分 dV (x), 这 就 要 
用 到 It6 公 式 

dV (x) = LV (x)dt + Vi (xg (x) du, CHK 3. 1 节 式 (42)') 


LVG) = V' (x) fx) 十 Jute! GOV"GOgGO2], ( 依 3.1 节 式 (44)) (33) 
其 中 V(x) = VV (x) V(x) = V! V(x), 2 = Var(du)/dt. 利用 上 述 记 号 ,可 表 
述 如 下 判别 法 . 

定理 设 V(.)€ CCD). BFE gic) > 0 RR cc (C2 6/2) , 使 得 满 
足 条 件 
Vix) Sec, |x", LV (x) xi cV GO, 
(xg (XE g1 GOV! GO? E cV? Cx), 
则 对 任 给 x. € D, 如 下 结论 之 一 成 立 : 
G) |xG x) | 几乎 必然 指数 衰减 为 零 , 即 条 件 (31) 满 足 ; 
Gi) 2} t —> oo 时 xG,xo) 以 正 概率 和 逸 出 区 域 D. 
车 存在 gcl > 0 及 实数 caycs (cs > ca/2)， 使 得 满足 条 件 
o<) 委 clxzl?，7ZLYC) > cV x), 
t GOgG02X g GOV' (x)? S e V'G), 
W40Ax € D 时 如 下 结论 之 一 成 立 : 
G) [x G,x) | 几乎 必然 指数 增长 , 即 条 件 (32) 满 足 ; 
Gi) 34 t oo AY x(¢,x,) 以 正 概率 逸 出 区 域 D. 
有 效应 用 以 上 判别 法 的 关键 在 于 适当 选 定 Liapunov 函数 V(x) 及 满足 所 述 
A VE BUE quoc cs. 一 种 最 简单 的 方案 是 取 了 (z) = |x| 7 1, HR = 
1, 则 不 等 式 V(x) Zalk ocVoosoalxi(o: x) 自动 满足 . d 
LV (x) c= inf V' (x) g(x)d g QGOV' C2 


oz |x|? ^ 0#xED |x|" 
WW 24 cs,c; 有 限时 条 件 (34) 的 后 两 个 不 等 式 亦 自 动 满足 ,因而 余下 只 要 验证 
2LV (x) _ inf V' GOg G2 g^ GOV' GO? 


x€D, (34) 


0üzx€D, (35) 





C 一 

















ozxxeD — |x|* 9xx€ D [x |* (36) 
类 似 地 ,对 于 条 件 (35) 只 需 验 证 
1 T 1 T 
2LV (x) — su V'OG0gGQ02 g GOV' (x) , (37) 
orep |x|? o#x€D jx |* 


C. 二 次 Liapunov KA 
条 件 (36) 与 条 件 (37) 中 的 V(x) 可 取 为 任何 Ix" D, 但 仅 当 取 g = 2 
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时 才 获 得 最 方便 的 形式 . 这 种 选择 固然 上 顿 受 局 限 , 但 方法 较 简 单 且 不 失 为 有 效 . 
本 书 中 我 们 限于 采用 这 种 方法 . 

设 VC(x) = |x| = xx, 则 直接 看 出 V' (x) = 2x7 ,V"(x) = 21; 注意 如 此 简 
单 的 结果 正 是 取 VCx) = |x|? 的 主要 好 处 ;如 用 V(x) = |xl*(g 关 2), 则 无 法 得 
出 这 样 简单 的 公式 . 进而 有 

LV (x) = 2x f(x) + tr[g! (x)g GO], (用 式 (33)) 
Vi G0Og GO g! GOV! GOT = 4xTg C(x)E g! Gox. 

将 以 上 表达 式 代 人 不 等 式 (36) 与 不 等 式 (37) 分 别 得 到 
2x f(x) + tr[g GOgGOX] — i. 2xgG02 g' GOx 











men |x |? < int jx|* , (38) 
inf 2x' f(x) + trg" GOgGQO2].. sup 2x'gGO2 g'GOx (39) 
o#x€D Ix |? > SUP, Ix | 
SA E n= p= l, 即 fixe) 与 g(x) WO SC PRÉ. D =R, 则 条 件 (38) 与 条 
EOS ASIRIA 
2 y2 2 y2 
sup 2xf(x) + ong’ (x) < inf 2gig” Cr) (40) 
x0 r9 x 
22 
p 22 G2 + og CAEN — sup poig (n) aD 
inf x0 I 
作为 释 例 , 今 将 所 得 方法 用 于 齐 次 线性 SDE 
dx = Axdt + > G,xdu,, (42) 
k 


其 中 A,G, € R""CO s £ « 2). 将 方程 (42) 改 写成 标准 形式 (27) ,其 中 
fx) = Ax, glx) = (Gix,G,x,:-,G,x) € R'**, 
则 
2x! f (x) = 2x' Ax = x' (A + A™)x; 
tr[g™(x)g(x) 2] = 210.9 GIG,x; 
2xT f(x) + tr[g" GOgGOX| = x'Mx, 
M=A+A + $194G16G,; 
jk 
x'g(x)3 g'GOx = >) 54 GTGjx (x™G,x). 
Pk 


Ht D — R, 则 对 于 方程 (42) 条 件 (38) 与 条 件 (39) 分 别 相当 于 
sup xiMx < inf 22, 076,0 076,0, (43) 


inf xXTMx > sup, 2 5 oa (X1G;x) GTG,x). (44) 


Ixl=1 


将 以 上 结果 用 到 齐 次 线性 SDE 
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dz = z(adt + X) gidu) , (45) 

HP aga WO p) 为 常数 ,得 出 结论 : 当 
2a < 21748 jf (46) 

时 ,方程 (45) 的 零 解 在 R 上 a.s. 指数 稳定 ， ; 当 
2a > 2 ong (47) 


时 ,方程 (45) 的 零 解 在 R 上 a.s. 指数 不 稳定 . Az =I, Bp Uu = nsus petsu)" 是 
p 维 标准 Brown 运动 , 则 条 件 (46) 与 条 件 (47) 分 别 简化 为 
2a < 2 与 24> gi. 


所 以 不 能 指 外 望 比 这 更 简单 的 稳定 性 判别 法 了 ， 
另 一 方面 ,应 用 公式 (20)' 可 写 出 方程 (45) 的 解 为 


rr.) = zoexp| 3 2 (2a — D ieagun)t T Davee | G > 0). 
由 此 可 直接 求 出 , 当 0 关 roER 时 有 


lim nla, Zod} | = 4 (2a — Songer). 
ji 





too 


RURERAERCT AEG SAM UD ERA 

D. 平稳 分 布 

考虑 如 下 自治 SDE: 

dz = f(x)dt + g(x)du, — (48) 

其 中 f,g ECR). 假定 对 任 给 x20, 方程 (48) 存 在 起 于 点 x。 且 定义 于 [0， 
co) 上 的 解 x (D. 在 了 (0) = 200) = 0 的 情况 下 ,上 自给 出 了 判定 方程 (48) 零 解 
Bg a. s. 指数 稳定 与 不 稳定 的 简便 方法 . 不 过 ,对 于 实际 应 用 来 说 ,无 论断 定 方程 
(48) 的 有 正 起 点 的 解 a. s. 指数 衰减 或 a.s. 指数 增长 ,常常 都 不 是 我 们 所 希望 的 
GR 就 确定 性 系统 而 言 ,理想 的 结果 是 系统 的 轨道 渐 近 于 某 个 非 零 均衡 点 . 当 
形 如 方程 (48) 的 SDE 出 现在 经 济 模型 中 时 ,通常 并 没有 非 零 均 衡 点 ,这 就 无 法 
简单 地 沿用 处 理 确定 性 系统 的 思路 . 如 果 针 对 随机 的 条 件 稍微 变通 一 下 ,提出 方 
程 (48) 的 解 zxG) 在 1 一 oo 时 是 否 渐进 于 某 个 非 零 随机 变量 的 问题 ,那么 就 可 
能 获得 有 实际 意义 的 肯定 结果 . 如 果 上 述 的 存在 且 是 一 个 连续 型 随机 变量 , 则 
有 概率 密度 函数 CO. 称 它 为 由 方程 (48) 决 定 的 变量 x 的 平稳 分 布 . 显然 , 平 
稳 分 布 正 是 确定 性 系统 的 渐 近 稳定 非 零 均 衡 点 的 某 种 对 应 物 . SOR ER ER 
分 布 rx(')， 就 用 统计 规律 的 形式 表达 了 变量 z 的 长 期 趋势 或 极限 状态 . 

此 处 无 法 严格 论证 平稳 分 布 的 存在 性 ,只 是 在 假定 平稳 分 布 i(*) 存在 的 前 
提 下 ,用 不 那么 严格 的 方法 导出 CÓ 的 计算 公式 . 由 3. 2. 2B 知 , 方 程 (48) 的 解 
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X(t) 是 一 个 扩散 过 程 , 它 分 别 以 f(x) 与 oig? GO 为 其 漂移 系数 与 扩散 系数 . 设 
f(0) ==g(0) — 0, 则 由 解 的 唯一 性 推出 , 当 z(0) DOMME x0) 2 0,a.s. €> 
0). HE p.220 JE x CO 的 转移 概率 密度 , 即 


Pot) = £ P(x) x zx|x(0) = Xo). 
Hi Kolmogorov 前 向 方程 (3. 1 节 式 (3b)) ,有 





9 (opg^) 22 gP 32. 
ED 十 2 (49) 
因 rC) 是 平稳 分 布 AME 
plore) = mr), PE 9 (um 9). 


SR a TEA (A00 B P t—> oo 得 到 
(oing?)" = 2(nf)', 
HP Siow «RS. 上述 推导 用 到 极限 与 微分 互 换 , 其 合理 性 并 不 显然 . 所 得 
方程 两 端 积分 后 得 
(cing?!) = 2xf + C, = Zi icing) +C, 
其 中 C 为 常数 . 不 妨 设 
xg) | z=% = 0 = WH | r= 
因而 C, = 0. 于 是 再 积分 一 次 得 到 


ein(x)g'(xr) = Cexp Isl. Aa], 





aig?’ (y) 
— LC erw _( fe» 
nx) oig Ce > plr) f ot g? (949 (x > 0) (50) 


其 中 C 为 正常 数 , 它 取决 于 条 件 | Cz)dz = 1, 即 


-一 2 1 29r 
l= cf ON dz. 
利用 上 式 表 出 的 C, 亦 可 将 式 (50) 表 成 


1 7g) * Cx) apo - 19) 
aa) Se go) BI emo dy (x20). (51) 


式 (50) 或 式 (51) 就 是 我 们 所 需要 的 平稳 分 布 计算 公式 . 为 使 式 (51) 右 端 积分 收 
fit, E FOU ESCAS e 都 有 适当 要 求 ,这 类 要 求 在 具体 问题 中 是 自明 的 ,无 需 在 
此 处 作 一 般 讨论 ， 

一 旦 用 公式 (51) 算 出 了 r2), 就 可 用 来 计算 相关 变量 的 期 望 值 : 设 z= 
A(z) 是 任 一 与 + 有 关 的 变量 , 则 


Ez = [^ GoxGOdz 
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就 是 在 平稳 状态 下 > 的 期 望 值 , 它 正 是 与 确定 性 系统 的 均衡 值 相 当 的 东西 ， 为 行 
文 方便 ,今后 就 称 如 上 的 Ez 为 变量 z 的 平稳 值 ,并 记 作 € (与 均衡 值 z* 对 应 ). 
特别 ， 

z= Er = EEE 


就 是 x 的 平稳 值 , 它 可 看 作 工 的 某 种 均衡 值 .所 有 以 上 概念 在 应 用 于 经 济 模型 时 
都 具有 自然 的 直观 意义 ， 
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3.3 随机 最 优化 


鉴于 经 济 行为 无 非 是 经 济 主体 依据 其 利益 最 大 化 原则 不 断 作 出 最 优 决策 ， 
最 优化 理论 必然 是 经 济 分 析 的 基本 数学 工具 . 从 数学 形式 上 看 ,动态 宏观 经 济 分 
析 中 出 现 的 最 优化 问题 ,首先 可 区 分 为 确定 性 的 最 优化 问题 与 随机 最 优化 问题 
两 大 类 ;其 中 每 一 类 又 可 分 为 离散 时 间 与 连续 时 间 两 种 形式 , 离散 时 间 的 随机 最 
优化 问题 相对 简单 些 , 已 在 第 2 章 中 作 了 介绍 ;而 连续 时 间 的 随机 最 优化 方法 及 
其 应 用 , 则 构成 本 书 余下 部 分 的 主要 内 容 . 在 连续 时 间 形 式 下 ,最 优化 理论 能 得 
到 更 完善 的 结论 ,因而 是 任何 深入 的 经 济 分 析 所 不 可 缺少 的 . 然而 ,连续 时 间 理 
论 涉及 更 复杂 的 分 析 方 法 ,本 节 远 不 足以 深入 展开 有 关 的 内 容 ,我 们 将 局 限 在 本 
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书 常用 的 那些 特殊 形式 下 的 随机 最 优化 问题 . 
3.3.1 一 般 理论 


首先 ,我 们 对 本 书 要 用 到 的 连续 时 间 随 机 最 优化 问题 的 构成 与 解法 作 一 个 
一 般 性 的 表述 , 这 里 所 作 的 概括 充分 考虑 到 了 本 书 的 特殊 需要 ,因而 未 必 能 达到 
随机 最 优化 文献 中 通常 具有 的 那 种 一 般 性 . 

A. 问题 描述 

如 同 已 熟知 的 离散 时 间 最 优化 问题 一 样 ,连续 时 间 最 优化 问题 由 如 下 要 素 
组 成 :变量 (控制 变量 与 状态 变量 )、 目 标 函 数 ( 或 目标 泛 函 ) .约束 条 件 . 其 中 ,后 
者 主要 指 描述 状态 变量 演化 规则 的 方程 , 即 所 谓 状态 方程 . 用 经 济 模型 的 语言 
说 ,最 优化 问题 无 非 是 :决策 主体 在 其 预算 约束 条 件 下 ,选择 控制 变量 的 最 优 轨 
道 , 以 最 大 化 (或 最 小 化 ) 其 目标 函数 . 因 目 标 函 数 与 约束 条 件 均 有 极 大 的 选择 余 
地 ,可 以 想象 ,最 优化 问题 必然 具有 极 大 的 多 样 性 . 下 面 我 们 主要 考虑 宏观 经 济 
分 析 中 大 量 使 用 的 随机 跨 时 最 优 决 策 问题 ,其 一 般 形 式 为 


| max E, [eU co y@)de, (1a) 


s.t. dy = F(,x,y)dt + G(t,x,y)du, y(0) = yp. (1b) 

HF, U : R” x R" 一 及 看 作 决 策 主体 的 效用 函数 (在 最 一 般 的 意义 上 理解 效用 
—iD,F:R,XR'XR"—R",G:R,XR'Xx R” — R”? ,x 与 》 分 别 为 问题 
(1) 的 控制 变量 与 状态 变量 , 式 (1b) 就 是 状态 方程 , 它 正 是 3.2 节 中 所 述 的 随机 
微分 方程 ;如 同 在 3. 2 节 中 一 样 ， u = (uy Us sup) 是 一 个 P Brown 运动 ; Yo 
是 给 定 的 初始 状态 . 在 方程 (1b) 中 ,F(t,x,y) 表达 了 状态 变量 y 的 平均 变化 率 ， 
而 Gdu 则 是 对 y 的 随机 扰动 . 我 们 总 假定 ,对 于 一 定 范围 内 取 定 的 x(), SDE 
(1b) 存 在 唯一 解 y(), 它 满足 y(0) =y. 目标 函数 中 的 因子 e “显然 相当 于 离 
散 最 优 决策 问题 中 的 折 现 因子 8 ,po(>> 0) 是 时 间 偏 好 率 . 

车 存 在 一 对 函数 x" 00 y^ (1) (通常 均 为 随机 函数 ) ,使 得 以 x = x* RAR 
程 (1b) 时 , y = y* 满足 方程 (1b), 且 x — x'.y 一》 使 方程 (1a) 中 的 目标 函数 
达到 最 大 , 则 称 (x* ,y" ) 为 问题 (1) 的 解 或 最 优 解 ,其 中 x* (2) 与 y* (2) 分 别称 为 
最 优 控制 函数 与 最 优 轨道 . 

从 解 离散 最 优化 问题 的 经 验 看 来 ,直接 求 出 问题 (1) 的 最 优 解 大 概 可 能 性 很 
AN. 如 果 能 求 出 最 优 解 应 满足 的 一 组 条 件 ( 通 常 表 为 SDE), 且 能 据 此 条 件 推出 解 
的 某 些 性 质 ,通常 就 能 令 人 满意 了 . 因此 ,关于 最 优化 问题 的 首要 课题 是 求 出 解 
所 满足 的 条 件 , 这 种 条 件 称 为 最 优 性 条 件 0. 最 优 性 条 件 的 导出 基于 一 条 基本 原 
理 , 即 所 谓 动态 规划 的 最 优 性 原理 (Bellman,1957). 此 原理 是 最 具 普 记性 的 数学 - 


O 最 优 性 条 件 有 必要 条 件 与 充分 条 件 之 分 . 本 书 所 用 到 的 最 优 性 条 件 概 为 必要 条 件 ， 
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原理 之 一 ,在 不 同情 况 下 可 以 表 为 很 不 同 的 形式 . 就 问题 (1) 而 言 ,最 优 性 原理 可 
表述 如 下 :车 (x" y) 是 问题 (1) 的 解 , 则 对 任何 上 之 0)1Gr Gy Gs) tse} 
亦 是 子 问题 


ph E [ e? c) yG»ds, 
s.t. dy = F(s,x,y)ds + GG,x,y)du(s È t,»y0) = y' (t) 
MR A TFA VE, yE) 记 问 题 CD, 的 最 大 目标 值 ( 简 称 为 最 优 值 ). 最 优 性 原 


理 意味 着 (x,y) 是 问题 (1) 的 最 优 解 的 充 要 条 件 是 ，(x,y) 满足 状态 方程 (lb)， 
且 


(D, 


Vaya) = E [T etU Gc) yc»ds (t> 0). (2 


4 J& FR PR CV. C+) 为 问题 1) 的 值 函 数 . 求 出 值 函 数 的 明显 表达 式 可 能 性 很 小 ， 
且 值 函数 亦 不 必 作为 求解 的 直接 对 象 . 不 过 , 值 函数 与 问题 的 最 优 性 条 件 密 切 相 
关 , 因 而 在 最 优 性 条 件 的 表述 及 求解 最 优化 问题 的 过 程 中 常常 起 重要 作用 . 

B. 最 优 性 条 件 

假定 问题 (1) 的 值 函数 V(.) 是 一 个 C? RA. A (x,y) 满足 方程 (1b), 则 由 
It6 公 式 (3.1 节 式 (42)') 有 


dV (,y) =Vidt + V,dy + Fir(GTV,,GD di 


=LV(t,y)dt + VGdu, 
其 中 VV = VG,y OVV, Hb SK 3. 1 38535 (35), 
dV 


LVG,- [F] 


=V, +V,F + Lire ,„GD. (用 3.1 节 式 (44)) 3) 
依据 最 优 性 原理 推出 的 一 个 关键 结论 是 :车 (x,y) 是 问题 (1) 的 最 优 解 , 则 

它 必 满足 
pV (,y) 一 max[U (x,y) + LV (G,y)]. (D 
3X (4) 称 为 问题 (1) 的 随机 Bellman 方程 , 它 的 作用 在 于 将 一 个 跨 时 最 优 决 策 问 
题 变 成 一 个 在 每 一 时 刻 作 静态 最 优 决策 的 问题 ,而 对 后 者 可 直接 用 经 典 微分 学 


写 出 其 微分 条 件 . 这 样 , 通 过 Beliman 方程 (4) ,我 们 得 到 最 优 解 (x,y) 应 满足 的 
必要 条 件 如 下 : 


pV =U+LV, (LV = LV(t,y)) (5a) 
0=U,+ UV)» (5b) 
eV, =U, + CLV),. (5c) 


上 述 条 件 中 ,只 有 条 件 (5b)、 条 件 (5c) 是 对 方程 (5a) 求 导 得 出 的 微分 条 件 ; 通 常 
说 到 问题 1) 的 最 优 性 条 件 时 , 指 的 就 是 条 件 (5b) .条件 (5c). 不 过 ,为 引用 方便 
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HTL ,本 书 中 将 笼统 地 称 条 件 (5a) 一 条 件 (5c) 为 问题 (1) 的 最 优 性 条 件 . 
车 以 式 (3) 代 入 式 (5), 则 可 得 出 式 (5) 的 更 详细 的 表达 式 . 不过, 这些 表达 式 
太 长 ,并 不 宜 写 出 . ASB m= n = p = 1 这 一 特殊 情况 ,此 时 
LV =V, +V,F + Lacw,, (用 式 (3) 或 3.1 节 式 (45)) 
代入 条 件 (5) 后 得 


pV —U V, V,F + CV, (6a) 
0 =U, + V,F, + o1GG,V,,, (6b) 
eV, =U, + Vi + V,F, + CF + GGV „y + FFCV yyy (6c) 


现在 让 我 们 分 析 一 下 如 何 利 用 条 件 (5) 来 研究 (或 者 求 出 ) 问 题 (1) 的 解 . 首 
先 , 只 要 问题 的 提 法 合理 ,最 优 解 以 及 由 其 决定 的 值 函 数 的 存在 性 就 由 问题 的 实 
际 背 景 所 保证 .因此 , 解 的 存在 性 通常 被 直接 认定 而 不 予 讨论 . 其 次 ,方程 组 (5) 
与 方程 组 (1b) 一 起 原则 上 应 能 确定 待 求 的 最 优 解 (x,y) S LR CV. KHL, 
为 确定 十 mm 十 1 个 未 知 函 数 

Listy Lnr Yi tto Y» Vs 

有 ?2 十 za 十 1 个 一 维 的 方程 (如 方程 (1b), 条 件 (5a)、 条 件 (5b)) 就 够 了 . 这 表明 
方程 组 (lb)、 条 件 (5a) 一 条 件 (5c) 并 不 是 独立 的 .读者 必定 注意 到 ,方程 组 (5) 中 
未 知 值 函数 的 存在 使 求解 x,y 的 问题 复杂 化 了 . 那么 能 否 从 (5) 中 消去 V? 若 
撤去 随机 干扰 , 即 令 G — 0, 则 确实 可 能 联 立 条 件 (5b)、 条 件 (5c) 消 去 V ,得 到 一 
个 关于 x 的 ODE ,然后 与 式 (1b) 组 成 关于 最 优 解 (x,y) 的 ODE 组 .这样 的 方程 组 
自然 成 为 计算 或 者 研究 最 优 解 的 基础 . 受 这 一 事实 鼓舞 ,我 们 自然 期 望 ; 从 方程 
组 (5) 导 出 一 个 关于 x 的 SDE ,然后 与 式 (1b) 一 起 组 成 一 组 关于 Gc y) 的 SDE. 然 
而 ,在 随机 干扰 存在 的 情况 下 ,上 述 设想 并 不 容易 实现 . 关键 的 差别 在 于 , LV R 
达 式 中 的 二 阶 项 (参看 式 (3)) 使 问题 大 大 复杂 化 了 . 即使 对 于 方程 组 (6) 这 种 较 
简单 的 特殊 情况 ,也 不 能 从 方程 (6b) 中 解 出 V,, 除非 G = 0. 因此 ,对 于 最 优 性 
条 件 (5) 的 有 效 利用 ,需要 某 种 新 的 思路 ,而 且 有 束 于 对 函数 上 U,F,G 的 很 特殊 的 
假设 . 具体 方法 将 在 后 面 逐 步 展 开 . 

C. MRERE 

最 优 性 条 件 (5) 只 是 必要 条 件 ,一 般 并 不 是 充分 条 件 . 要 从 满足 条 件 (1b) 与 
(5) 的 那些 (x,y) 中 挑选 出 问题 (1) 的 最 优 解 , 常 需 要 某 些 附加 的 约束 条 件 . 横 截 
性 条 件 正 属于 这 类 条 件 , 它 可 表 为 

limE,Le ^V G,yG22] 一 0 仁之 0). (7), 

直观 上 ,条件 CO, 意味 着 : 当 *~ oo 时 ,当前 所 预期 的 未 来 最 优 折 现 效用 将 趋 于 
零 , 这 就 排除 了 未 来 效用 过 渡 扩 张 的 可 能 性 . 由 此 看 来 ,条 件 CO, 是 对 于 问题 
(1) 的 解 的 一 个 合理 限制 .因此 ,我 们 规定 问题 (1) 的 最 优 解 应 满足 横 截 性 条 件 
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(7),(Y t È 0). 

因 一 般 难以 求 得 值 函数 Y 的 明显 表达 式 , 这 就 使 条 件 〈7) 的 验证 成 为 问 
题 .在 某 些 特殊 情况 下 ,可 将 条 件 (7), 转化 为 某 个 直接 由 y GO 表达 的 等 价 条 件 . 
具体 方法 将 在 相关 模型 的 讨论 中 给 出 . 

D. 自治 问题 

车 函数 U,F,G 均 不 显 含 1, 则 称 问题 (1) 为 自治 问题 . 直观 上 ,自治 问题 描 
述 了 这 样 的 系统 :无 论 动态 效用 函数 U 的 计算 还 是 状态 变量 的 变化 规律 ,都 仅 
取决 于 变量 x,y 的 水 平 , 而 不 直接 依赖 时 间 . 这 就 意味 着 ,系统 已 达到 某 种 平稳 
状态 ;系统 的 各 数量 指标 固然 仍 随时 间 变 化 ,但 其 变化 规则 已 不 随时 间 改 变 了 ; 
或 者 说 ,系统 的 结构 已 不 随时 间 变 化 了 . 如 果 一 个 经 济 体 已 处 于 某 种 平稳 发 展 状 
态 ,那么 ,与 之 有 关 的 跨 时 最 优 决 策 问题 正 应 是 一 个 自治 问题 

现在 让 我 们 考察 一 下 ,自治 的 最 优化 问题 有 哪些 特点 . 下 面 假定 问题 (1) 是 
自治 的 . 

O 值 函 数 V(.) REE t. 

证 RESO y € R", 设 (x(s),y(s)) 是 问题 


pr E, f evo Cs), y(s))ds, 


s.t. dy = F(x,y)ds + G(x,ydu(s >t), ya) = y 
WO. O x(s) = xa H .yG) = yG + s), Bls) = uG + s), E = Ens, W 
易 见 (x(s) ,3(s)) 是 问题 
{re E| eU (XG),yG)ds, 
x 0 
s.t. dj = FQG,ys-4-G(G,ydü, y(0-y 
的 最 优 解 .但 问题 (x ) 显 然 与 问题 (1) 一 致 ,因此 Y(t,y) — V (0,0, KERB 
VG, 与 1 无 关 . O 
Gi) EAO HAAAT RA 
vo = Ef eU Gc y (dt, (8) 
其 中 aa, ya) 是 最 优 解 且 满足 y(0) 一 小 
证 在 式 (2) 中 取 上 一 0， 即 得 式 (8)， 
Gi) 横 截 性 条 件 (7), SRF 
limE,[e *'V (y Q5] 一 0， (9) 
其 中 yo) 是 状态 变量 的 最 优 轨 道 . 
WE Ay® 亦 必 为 问题 (1), ORR RK Ic SA 
0 =lim Eu[e-“V(GGs))] (用 式 (9)) 


Cx) 
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一 lim E[e-*V(y(Cs))]. L] 


以 上 结论 表明 ,对 于 自治 问题 , 值 函数 的 计算 与 横 截 性 条 件 的 验证 都 要 简单 
一 些 . 这 就 促使 我 们 尽 可 能 采用 自治 问题 作为 经 济 分 析 中 的 最 优 决策 模型 ,尽管 


这 样 作 有 时 会 稍稍 偏离 问题 的 实际 背景 ,但 方法 上 简化 的 好 处 有 更 大 的 吸引 力 . 
E. Hamilton Hi E iE 


现在 以 一 种 不 同形 式 给 出 最 优 性 条 件 . ARE DUE m —n— p —1 
的 情况 . SA=V,0=V,,, WRC SRE COMER 
0 =U, + AF, + 20°GG,, (6b)' 
| pà =U, + A + AF, + pF + GG) + 6G. (6c)' 
为 给 方程 (6b)' 方程 (6c)' 一 个 简单 的 表达 , 作 如 下 Hamilton 函数 : 
H =U + AF + aG, 
其 中 4 二 4(t,y) ,yp 二 pC,y) WE = A 于 是 
2H = U, + AF, + poiGG, = 0, (用 式 (6b)') 
on =U, + AF, + potGG, ; 
dà —Adt + Ady + LA, (dy 


=[A+ oF yl, 





dt + pGdu 
= (pA — U, — AF, — poiGG,)dt + uGdu (用 式 (6c)') 
=| pa 一 TE jar + pGdu. 

这 就 得 到 如 下 最 优 性 条 件 : 


Ear = phdt — dà + pGdu. 
Hamilton 函数 法 通常 用 于 确定 性 最 优化 问题 : 
上 ee ,y(t))dt, 
s.t. y = F(t,x,y). 
在 前 面 所 建立 的 公式 中 令 G = 0, 得 到 
H =U +4F, 
其 中 = AC) Æ Hamilton 函 子 ,最 优 性 条 件 为 
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以 上 方程 组 与 方程 y 一 下 一 起 构成 的 微分 方程 组 确定 了 变量 x,y,A. 
本 书 将 有 几 次 机 会 应 用 Hamilton 函数 法 ， 


3.3.2 线性 约束 问题 


FE Xt PR UF LG 不 作 特殊 限制 的 情况 下 ,3. 3. 1 小 节 提 出 的 一 般 理论 已 无 
法 进一步 展开 . 像 最 优 性 条 件 (5) (或 条 件 (6)) 这 类 过 于 一 般 化 的 结果 ,显然 远 不 
足以 满足 应 用 之 需要 . 在 经 济 分 析 中 , 求 出 最 优 决策 问题 的 某 种 显 式 解 常常 是 令 
人 向 往 的 目标 . 但 如 果 状 态 方程 (lb) 是 非 线性 的 ,那么 就 会 成 为 严重 障碍 , 因 我 
们 并 无 解 非 线 性 SDE 的 一 般 方 法 . 这 就 促使 我 们 不 得 不 使 用 线性 约束 条 件 . 这 
类 条 件 当 然 未 必 尽 合 现实 ,但 其 所 带 来 的 巨大 简化 仍然 使 它 极 具 吸引 力 . 

A. 问题 描述 与 最 优 性 条 件 

为 简单 起 见 ,下面 仅 考虑 工 与 y 均 为 一 维 变量 的 情况 . 所 得 结论 的 进一步 推 
广 ,在 具体 问题 中 不 难 自然 地 写 出 . 

具有 线性 约束 且 自 治 的 最 优 决策 问题 的 一 般 形式 是 


| max E, [eU co »G)dt, (10a) 


s.t. dy= (by —az + c)dt + (py + g)du, yO) = yos (10b) 
其 中 a.b. pq 为 常数 ,dz 为 给 定 的 Brown 运动 . 注意 随机 扰动 与 控制 变量 z 
EÈ. pydu 与 qdu 分 别称 为 乘 性 扰动 与 加 性 扰动 ,二 者 是 常见 的 扰动 形式 . 后 
面 的 分 析 将 表明 ,对 于 求 得 问题 (10) 的 显 式 解 ,扰动 形式 的 适当 选择 是 关系 重大 
BY. 问题 (10) 的 明显 优势 是 ,对 方程 (10b) 可 用 3. 2.1C 中 的 求解 公式 求解 . 
将 最 优 性 条 件 (6) 用 于 问题 (10) 得 出 


pV =U + y — ar +V, + Vy (9 一 py 十 9)， Cla) 
0—U, — aV, (11b) 
pV, =U, + WV, + by — az + c + pot V, PV gy — Qe) 
式 (l1lb) 这 个 最 简单 的 条 件 特别 令 人 注意 ,由 其 解 出 UV: = aV,, 于 是 
lau, av, = V, dy + 1v, dy! (用 166 公式 ) 


=[ (6y — ax + OV + iov e Wwdu (用 式 (10b)) 
=((e — bV, —U, — poigV „ldt + W,,du. 《用 式 (11c)) 
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上 式 两 端 同 除 以 V,, 得 出 


dU. _ Uy Wy 
U. 一 (p — b)dt 一 v, dt 一 V, (Pande — du), (12) 





式 (12) 可 看 作 问 题 (10) 的 Euler WR. FU, 2 0, — W,,/V, = 0 = const, Ws 
(12) 简 化 为 

dU, = U,(adt — ódu), a—p—5b-FOÓpcii, (3) 
式 (13) 是 关于 VU, 的 齐 次 线性 SDE. 利用 3. 2 节 式 (20)' 从 式 (13) 积 出 


U'(x(Q)) =U! Cr(O))exp| 


a — Ër 


5 t— Butt) |. (14) 


原则 上 ,从 式 (14) 可 求 出 z(t); 代入 式 (10b) 后 进而 可 求 出 ye). 可 见 , 在 U, = 
0, 9V ,,/V , = const 的 条 件 下 可 完全 求 得 问题 (10) 的 显 式 解 . U, = 0 这 种 情况 是 
经 常 出 现 的 . 然而 ,情况 eV ,,/V , = const 的 出 现 却 远 不 具有 普遍 性 . 

B. BRE 

首先 解释 一 下 显 式 解 的 含义 . 如 果 存 在 线性 关系 xz = LO), 则 以 此 代入 式 
(10b) 消 去 工 之 后 得 到 一 个 关于 y 的 线性 SDE ,因而 可 用 3. 2. 1C 中 的 公式 求 得 y 
CUA x ) 的 明显 表达 式 . 如 此 看 来 , 求 得 x,y 的 显 式 解 似乎 已 不 成 问题 . 然而 关 
键 是 线性 关系 工 一 工 (?) 从 何 而 来 ? 在 经 济 分 析 中 ,问题 的 实际 意义 往往 提示 出 
关系 二 ay 或 x+ 二 ay 十 B; 即使 如 此 ,参数 a,B 仍然 有 待 确定 .最 优 性 条 件 
(11b) 应 可 用 来 决定 参数 ,但 未 知 V 却 是 一 个 障碍 . 由 此 可 见 , 求 出 值 函数 Vy) 
是 关键 所 在 . 可 以 说 , 求 随机 最 优化 问题 的 显 式 解 , 主 要 就 是 指 求 V 的 明显 表达 
式 . 求 出 V 不 仅 对 于 求解 x,» 常常 是 必要 的 ,而 且 Y 本 身 就 有 重要 价值 . 

现在 来 探讨 一 下 ,是 否 有 可 能 及 如 何 求 得 V 的 显 式 解 . 可 用 的 工具 就 是 
Bellman 方程 .实际 上 , V 无 非 是 二 阶 线性 ODE 

opy + aVV" + 20by — aLCy) + eV! — 20V =— 2U (lia) 

的 解 . 从 线性 ODE 理论 知道 ,如 上 形式 的 方程 一 般 并 无 显 式 解 , 除 非 U CO 是 较 
特殊 的 函数 (如 二 次 函数 、 指 数 函 数 、 寡 函数 等 ), 且 p,q,a,6b 等 参数 满足 一 定 条 
件 . 在 可 解 的 情况 下 , VO 的 函数 形式 明显 地 依赖 于 UC 的 函数 形式 . 最 后 这 
一 结论 亦 可 从 最 优 性 条 件 (11b) 导 出 


VC) =fv' Gd, +C . (C = const) 








=t fU LO), ydy +C, (用 式 (11b)) 


TRER VOO 是 一 个 与 U(.) 有 密切 联系 的 函数 . 特别 地 ,车 UU 与 y 无 关 ( 已 
提 到 这 是 经 常 出 现 的 情况 ), 则 


VO) -l[v (LOy)) dy + C (C = const) 
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—const *U(LCy)) +C, (用 工 为 线性 函数 ) 5). 

此 时 可 以 认为 VC(.) SUC 是 同类 函数 . 

依据 以 上 分 析 , 可 将 求解 问题 (10) 的 具体 步 又 表述 如 下 . 

G) WEE x — LG) — ay - B EV Cy) 的 函数 形式 ,后 者 依据 UC.) 的 函数 形 
式 猜 定 , 其 中 含有 若干 待定 参数 ,它们 将 在 后 续 步 又 中 确定 . 

GD) 将 (i) 中 的 设 定 代 入 方程 (11b) ,得 到 a,B HVC) 中 待定 参数 的 一 组 关 
系 式 . 

GD 将 以 上 两 步 得 到 的 式 子 代入 方程 (11a) ,确定 所 有 待定 参数 . 

Gv) 计算 最 优 解 x00, 00. 因 有 关系 x 二 Ly), AHR St. A 
如 ,以 z= 二 L(y) 代入 方程 (10b) 消 去 r, 然后 可 积 出 ye). 此 外 ,如 上 段 中 所 见 ， 
在 某 些 情 况 下 亦 可 用 式 (14) 求 出 x(2). 

GO. 验证 横 截 性 条 件 (9). 条 件 (9) 中 的 函数 VC(y) 与 y 00 分 别 依 步骤 Gi) 与 
(iv) 得 出 . 为 使 条 件 (9) 得 以 满足 ,通常 要 对 模型 参数 附加 某 些 限制 性 条 件 . 

(vi) 验证 对 值 函数 V(.) 的 设 定 是 否 正确 . 为 此 ,只 要 验证 等 式 (8), 式 (8) 
中 的 函数 x (0 y GO 依 步骤 (iv) 求 出 ,而 y = yO). 为 完成 此 验证 ,通常 恰好 需 
要 步骤 (v) 中 限定 模型 参数 的 条 件 . 

步骤 (v) 与 (vi) 可 依 具体 情况 互 换 次 序 . 

要 使 以 上 步骤 能 顺利 施行 ,显然 要 求 选择 较 特殊 的 函数 UC.). UC) BS 
几 种 常用 选择 将 在 下 小 节 中 分 别 考虑 . — 


3.3.3 特殊 效用 函数 


在 经 济 分 析 中 常用 的 效用 函数 有 :二 次 效用 函数 .CARA 效用 函数 及 CRRA 
效用 函数 等 . 采用 这 些 效用 函数 以 及 线性 约 东 条 件 的 随机 最 优化 问题 ,可 利用 
3. 3. 2B 中 所 述 的 方法 求 得 显 式 解 ,分 别 考 虑 如 下 . 

A. 二 次 效用 函数 

在 离散 时 间 消 费 决策 模型 的 分 析 中 已 显示 出 二 次 效用 函数 的 好 处 . 在 目前 
情况 下 ,采用 二 次 效用 函数 使 得 求 显 式 解 成 为 可 能 . 设 U(*) 依 2.3 节 式 (7), 则 
问题 (10) 可 改写 成 


| max E| | zc 一 a(t) Jr. (16a) 
s.t. dy- (by — ax + e)dt + (py + q)du, (16b) 
不 妨 设 u 为 标准 Brown 运动 (否则 可 将 o. 吸收 进 常 数 之 ,9 ). 

今 依 3. 3. 2B 中 拟定 的 标准 步骤 来 解 问题 (16)， 

(iD 我 们 猜测 ,如 同 效用 函数 U(.) 一 样 , 值 函数 了 (') 亦 为 二 次 函数 ,因此 
HVO) =a 十 ay 十 ary’, 其 系数 待定 . 
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Gi) H U'Gz) = 1 — mz = ala, + 24azy) = aV'(y)( 依 式 (11b)) 解 出 
x = (1 — aa, 一 2aa;y)/m 会 LCy). (17) 
如 所 预期 的 , L(y) 确 为 线性 函数 . 
GD 将 VC(y) 的 表达 式 与 式 (17) 代 入 方程 (11a) ,比较 y 各 次 窒 的 系数 得 出 
2a’a, = m(p — 2b — p^), 
a,m (b + p?) = 2a,(cm + mpq — a), (18) 
p ao = (1 — aa,)?/2m + aye + azg’. 
Gv) XXE r= Loy) ( 依 式 (17)) 代 入 式 (16b) 消 去 z, 得 到 关于 > 的 线性 SDE 
dy = (ay + Pdt + (py + pdu, y0) = y» (19) 
{ a = p — b — p,p =m (ala, — a) +e, (用 式 (18)) 
用 3.2 节 中 的 求解 公式 (24) 从 方程 (19) 解 出 
y) = ev [ »» 十 (8 一 pof eds + af eeano], 
pa) = (a — p*/2)t + pult). 


然后 利用 3. 1 节 式 (29) 变 换 积分 [e ds, 经 某 些 计算 后 得 到 








y(t) = (g + yo er —g 十 hf so-woduc， (20) 
其 中 
_8— pg qq— bp 
ET a pr’ hep (21) 
以 式 (20) 代 入 zz 二 L(y) 即 可 求 出 zx(G， 但 此 处 无 需 写 出 其 表达 式 . 
G2 验证 等 式 (8), 即 
a, + ary + ay? = Ef ez — Zare) Ja. (22) 
dx — m/t = b, + biy thy, W r = LO) 代入 比较 系数 得 
_l—æai .... 2a'aa; __ 2a'ai 
加 一 一 2， b= ， b = m (23) 
为 计算 式 (22) 之 右 端 ,首先 用 3. 1 节 式 (31)' 与 式 (32) 求 出 
Eueyo = ef,  EQej0 一 eet ree | E,e%O- 2*9 一 eter eens) 
然后 用 式 (20) 算 出 
Ey) 一 (g + y) Ese"? — g= (g + yo)e” — 85 (24a) 


t 2 
Ey G) =E,[(g + yet — gr 十 E, | evo-oducs | 
一 (8 + yE? — 2g(g 十 yo)Eoe +g’ 


十 hê 'E eth -mds (用 3. 1 节 式 (10)) 
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= + ett — 2g(g + yet + gt + hf seo-ods 
0 
=[ Cg 十 oo 十 元 全 etm ~ 2gCg + yoe" 
0 2a 十 p’ 8'8 Yo 





二 一 — (24b) 
2a + p" 


TI FAK C24) Ej x — (m/2)2* = b, + biy + by, 现在 容易 算出 


_ bo — bg + bag? (g + y) 一 258) 
式 (22) Em =; - 十 b+ pi 
bpKg 十 yo)? + bh? 





十 p(26 + p — p) 
在 算出 以 上 结果 时 ,为 使 积分 收敛 ,用 了 以 下 条 件 : 
2b-- # >p, b+ pL. (25) 
于 是 ,比较 式 (22) 两 端 之 系数 看 出 , 式 (22) 成 立 的 充 要 条 件 是 
= ê 
_ b, — 2b,g ` 2bg 
a, 一 b+ p + 2b + p! — p’ (26b) 
LA goth — thre) | bs (gto + ht) 
pa. 一 b, bg 十 bg? 十 b 十 P 十 2b + pi 一 P (26c) 


利用 式 (18) . 式 (23) 容 易 验 证 等 式 (26a) 成 立 . 利用 式 (18) 3X5 (2D 38 (232 , AB 
繁琐 的 计算 后 可 将 等 式 (26b) 化 简 为 
plap + bmq 一 cmp) = 0. 
因此 ,为 使 式 (26b) 成 立 ,必须 限定 
p=0 或 ap-+bmq —cmp = 0. 

并 无 充分 理由 要 求 后 一 等 式 成 立 , 因 而 只 能 选择 p = 0. dE p = 0 的 条 件 下 ,条 
件 (25) 相 当 于 26 > p. 因此 ,下 面 假定 p = 0,26 — p. E p= 0 的 假定 下 ,由 式 
ODA g = B/a,h =q. 这 与 式 (18)、 式 (23) 一 起 代入 式 (26c) ,经 有 些 繁 融 的 计 
算 可 验证 式 (26c) 的 确 成 立 , 于 是 等 式 (8) 得 到 验证 . 

(vi) 利用 已 得 的 公式 (24), 通 过 类 似 于 上 面 所 作 的 计算 ,可 以 验证 横 截 性 
条 件 (9) ,其 细节 不 必 写 出 . 

这 就 完成 了 问题 (16) 的 求解 . 值得 注意 的 是 ,为 使 问题 (16) 存 在 二 次 值 函 
数 , 应 取 加 性 扰动 gdu; 而 取 乘 性 扰动 pydu 则 未 必 保 证 得 出 所 要 结果 (但 也 不 
应 因此 断言 问题 无 解 ). 这 就 印证 了 前 面 已 指出 的 事实 ;是 否 能 求 得 显 式 解 与 扰 
动 的 形式 密切 相关 . 在 下 面 几 段 中 将 反复 证 实 这 一 结论 . 

在 如 ==0 的 条 件 下 ,可 适当 简化 式 (17) 一 式 (21). 首先 由 式 (18) 有 
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人 = mp — 26), 


a'a,b = (p 一 2b) (cm — a). a8 
进而 由 式 (19)、 式 (21) 得 
@a=p—b, B= (e— b)(em — a)/bm, 
g = B/a=(cm—a)/bm, h=q. (21)! 
结合 式 (17) 与 式 (18)、 式 (21) 得 
r=m!—a li(p— 2b)(g + y). 
于 是 ,问题 (16) 的 最 优 解 为 
— (e— ye (p—5)G—s 
po- Cg + yoe — g + af e duco, cay 


a(t) =m — a "(p ~ 26)[g + y], 
其 中 g 依 式 (21)'. ` 
在 这 一 点 上 ,读者 大 概 容易 联想 到 第 2 章 的 情况 . 我 们 曾 注意 到 ,对 于 线性 
约束 的 离散 时 间 最 优 决 策 问题 ,二 次 目标 函数 具有 明显 优势 . 而 本 段 的 讨论 表 
明 , 对 于 连续 时 间 随 机 最 优化 问题 的 求解 ,选取 二 次 效用 应 数 固 然 可 行 ,但 对 拢 
动 有 特殊 要 求 且 计 算 并 不 简单 . 下面 将 看 到 ,CARA 与 CRRA 效用 函数 更 具 优 
势 . 
B. CARA 效用 函数 
BV CARA 效用 函数 , 即 常数 绝对 风险 厌恶 系数 的 效用 函数 ,其 一 般 形 式 
U(z)—-— ae (a> 0). |^ (2D 
显然 UC.) MEU C) > 0,U'(-) <0; f 
a = — U"(z)/U' (x) 
即 为 其 常数 绝对 风险 厌恶 系数 . RUC) 为 式 (27) 时 ,问题 (10) 可 写成 
| max E el — zed, . | (28a) 
s.t. dy = (by—ax+c)dt+ (py+q)du, yO) = yə (28b) 
仍 设 u 为 标准 Brown 运动 . 今 依 已 熟知 的 标准 程序 ,求解 问题 (28) 如 下 . 
G BRUC HRE, HEERA VO) =— fen, g, 是 待定 正 参 
^ GD h U' Cr) = e^* = abe” = aV' (y) feti (Big a > 0) 
x= (ny — In a£p)/a 7 L(y). | '^ (29) 
GD ERCO, RODNE V =— £e7 RA WHA Ia), Bi p = 0, 


ag = ab = e| p + c — lev + arn agn. (30) 
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Gv) K p = 0 与 式 (29) 代 人 方程 (28b) ,得 
dy = fidt + gdu, B = a`'aln afn + c. 
于 是 
yE) = yo + B t que). (31) 
(GO 验证 横 截 性 条 件 . 利用 V = 一 6e " 与 式 (31) 算 出 
EoLe *'V (y(t) J 


=CE,expl— pt — Bit — qu) ] (C = const) 
r 
一 Ce 一 0 (@—> oœ), 《用 式 (30)) 


注意 ,为 使 最 后 的 结论 成 立 ,应 限定 参数 过 0， 
(vi) 验证 等 式 (8): 


E, [ eU (ete) de 
=— 支 | Eexp[— pt— ny(t) + In aéyldt (用 式 (27)、 式 (29)) 
_ e1 "E exp[— Ppt — ny, — Bt — qhu (t)jdt (用 式 (31)) 


co 22 
-voo Hf ee[- [e+ pr— £T Jat (用 3. 1 473831) 


=V) f ezta mao) 


= VO) a = Vn). 


”至 此 得 出 结论 : 当 a >> 0,52» 0, p 一 0 时 ,问题 (28) 有 形 如 V =— £e Bg 

值 函数 , 式 (31) 给 出 其 最 优 轨道 . 

C. CRRA 效用 函数 

5 CARA 效用 函数 类 似 的 是 常数 相对 风险 厌恶 效用 函数 (CRRA), 其 一 般 
形式 为 
G7 — 0/ü—90, 61, 
ln z, o=], 
其 中 参数 o > 0 就 是 相对 风险 厌恶 系数 ， 

o =— xU"(x)/U' (x). 

注意 到 U COR U' ,U" Xt o d£ o = 1 连续 ,因此 在 涉及 U(.) 的 所 有 论证 中 ,不 妨 
假定 o 关 1, EVIL EU (x) — r/d, —1-— c. 

LAF IR UC) 依 式 (32) , 依 标 准 程序 求 问题 (10) 的 显 式 解 . 

G) 设 V(y) = Uly), £30 0 待定 . . 


U(r) = (32) 
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(i) Hj z^" = U' (x) = aV'(y) = aóy^* f tH 
x= (a0) "y A py. (33) 
Gii) HV = UC) 及 式 (32) . 式 (33) 代 入 方程 (lla), 得 出 c 一 gag = 0, H 
acp = p— bo + = po o' ci. (34) 
由 此 可 见 ,为 使 问题 有 形 如 OU Cy) 的 值 函 数 ,问题 (10) 的 约 东 条 件 必 须 是 齐 次 
线性 的 . 下面 设 c= 二 9 = 0 已 满足 . 
Gv) 将 工 = uy 代入 方程 (10b), 得 
dy = y(ddt + pdu), Y =b — ap. 
由 此 解 出 
ya) = yet", a= p — pro/2. (35) 
z(t) 的 表达 式 是 自明 的 ,不 必 写 出 . 
Cv) 验证 横 截 性 条 件 . UE yO 依 式 (35), 则 
E,[e^^'VCy 42) ] =CE,exp[— pt + o'lat + pult))] (C = const) 
=Cexp|— [e — ac! 一 een y 《用 3.1 535 (DO 
—Ce^"" — 0(t > 00), (FARK C345) 
最 后 的 结论 要 求 ax > 0, 这 相当 于 ( 依 式 (34)) 
` 2p > o! (2b — po oi). f (36) 
下 面 设 条 件 (36) 已 满足 . 
(i) 验证 等 式 C8): 


E, | eU (ete) dt 

0 

= UGOE, eTO ae (用 式 (33)) 
一 UG») | Eexot— pt--o' [at 十 puc dt OBHx C35) 


一 U Gy) | ed = (ag) !U (yj) = V (yo), 


最 后 一 步 用 到 已 确立 的 ap > 0 E p = að ( 依 式 (33)). 

ORE aa AUC 依 式 (22),c = g = 二 0 且 条 件 (36) 满 足 , 则 侣 题 (10) 
有 形 如 VV = 6U(y) 的 值 函 数 , 式 (35) 给 出 其 最 优 轨 道 . 

本 段 所 用 的 方法 在 经 济 分 析 中 最 具 推广 价值 . 为 突出 其 特点 ,下 面 再 作 一 些 
Vi BH. 上面 所 求 得 的 值 函 数 V(y) 解 自 方程 

oy V" + 2(b — ag) yV' — 20V =— 2(py)" /a'. 
一 般 地 ,对 于 所 谓 Euler 方程 
PV" + byV! + cV = ay, 
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总 能 求 出 其 通 解 

V = Ay + By» + dy’, 
其 中 ALB 是 任意 常数 , AA 是 特征 方程 

A? 十 一 1) 十 < 一 0 
的 两 个 根 ; Oy 是 方程 的 一 特 解 ,直接 代入 知 

ó —a/(0 — à) — à) OÆ iA). 

通常 利用 形 如 式 (11b) 的 最 优 性 条 件 或 者 横 截 性 条 件 可 以 排除 A y^ + By CBD 
可 得 出 A = B = 00,B9imiaxg V = oy. 鉴于 此 ,今后 只 要 涉及 最 优化 问题 (其 
中 控制 变量 D BK x = yy 代入) 


m E, | e-"»*codr, 
0 


s.t. dy = y(fdt + du), y0) = yos 
KU 2c Bl ^| 3 Bt s (E. PRÉC V Cy). = Oy’, 然后 由 最 优 性 条 件 确定 参数 5. 


3.3.4 ”均衡 解 


A. 一 般 说 阴 

通常 ,问题 (1) 既 不 是 自治 的 ,也 不 是 线性 约束 的 ,因而 无 法 应 用 3. 3. 2B 中 
所 设计 的 求解 程序 .然而 ,如 3. 3. 3 所 证 实 的 ,所 用 过 的 求解 程序 是 如 此 有 效 , 这 

从 应 用 的 角度 考虑 ,对 于 问题 (1) ,我 们 真正 需要 的 常常 并 非 它 的 一 般 意义 
上 的 最 优 解 ,而 是 最 优 解 的 某 种 均衡 状态 ,或 者 已 达到 均衡 的 最 优 解 ,下 面 不 妨 
称 之 为 均衡 解 . 正 是 这 种 均衡 解 描述 了 系统 的 某 种 极限 状态 . 就 经 济 系统 而 言 ， 
均衡 解 恰好 适 于 用 来 描述 经 济 过 程 的 长 期 趋势 与 经 济 决策 行为 的 长 期 后 果 , 具 
有 特别 重要 的 意义 . 

从 方法 的 角度 考虑 ,关键 的 问题 是 如 何 界定 某 种 动态 均衡 . 这 取决 于 问题 的 
具体 形式 与 实际 背景 ,存在 多 种 选择 的 可 能 . 在 宏观 经 济 分 析 中 ,通常 的 作法 是 
提出 一 组 均衡 条 件 来 限定 问题 所 涉及 的 诸 变量 . 常用 的 均衡 条 件 如 下 所 述 . 

O 均衡 水 平 限制 :假定 某 些 变量 在 均衡 时 为 常数 ,因而 其 增长 率 稳 定 地 为 零 . 

Gi) 均衡 比率 限制 :假定 某 些 变量 之 比 在 均衡 时 为 常数 ,因而 这 些 变量 在 均 
衡 时 具有 同样 的 随机 增长 率 . 

Gi) 均衡 随机 增长 率 限 制 :假定 某 些 变量 在 均衡 时 具有 同样 的 随机 增长 
率 . 准确 地 说 , x 与 y 有 同样 的 随机 增长 率 意味 着 (参看 3. 2. 1D) 

dr _ dy 
r y 

GE dr = x(adt + bdu),dy = y(adt + Bdv), 则 上 式 相当 于 a = a, bdu = 
Bdv. 

一 旦 采用 了 均衡 条 件 (i)、Gii) ,就 可 以 消去 某 些 变量 ,这 样 做 的 结果 往往 使 
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状态 方程 简化 为 线性 方程 ,从 而 有 可 能 解 出 状态 变量 与 控制 变量 . 这 样 得 到 的 解 
也 称 为 原 问 题 的 均衡 解 或 均衡 轨道 ,或 者 就 称 为 最 优 解 . 不 过 ,这 样 求 得 的 解 中 
通常 还 包含 待定 参数 ,它们 是 给 出 均衡 条 件 时 设 定 的 (均衡 水 平 或 均衡 比率 ). 这 
些 参数 的 确定 要 用 到 原 问题 的 最 优 性 条 件 及 均衡 条 件 (iii). 为 利用 最 优 性 条 件 ， 
必须 适当 地 设 定 值 函数 . 

基于 上 述 分 析 ,可 设计 如 下 求解 程序 . 

O 写 出 原 问 题 的 最 优 性 条 件 , 此 时 并 未 提出 均衡 的 问题 . 

Gi) 提出 均衡 条 件 , 确 定 待 求 的 均衡 水 平 或 均衡 比率 (可 统称 为 均衡 值 ). 

Gi) 设 定 值 函 数 V(.), 其 方法 如 下 :将 均衡 条 件 代 入 之 后 , 原 问题 简化 成 
一 个 自治 问题 ,依据 简化 后 的 目标 函数 设 定 值 函数 . LI BERE RV CO 只 应 看 作 
值 通 数 的 某 种 “均衡 形式 ”, 未 必 是 原 问 题 的 真正 意义 下 的 值 函 数 ,因而 未 必 能 检 
验 条 件 (8) 与 条 件 (9). . 

Gv) 利用 原 问 题 的 最 优 性 条 件 与 所 设 定 的 均衡 条 件 求 出 所 有 待定 均衡 值 . 
这 一 步 往 往 是 “ 解 模型 "的 中 心 问题 . 

Cv) 利用 设 定 的 均衡 条 件 及 已 求 得 的 均衡 值 简 化 原 问 题 的 状态 方程 ,然后 
从 该 方程 解 出 均衡 轨道 ,或 求 出 均衡 增长 率 . 

B， 解 法 

下 面 用 一 个 简单 例子 来 说 明 如 何 求 一 个 随机 最 优化 问题 的 均衡 解 . 考虑 问 
题 


max E, eU aza) dt, (37a) 
r.t o 





s.t. dy = E x — ax |de + ydu, yO) = yos (37b) 


Hp PUCO 是 具有 参数 c> 1 的 CRRA 效用 函数 , 2.2 与 y 分 别 为 问题 的 控制 变 

量 与 状态 变量 ; v= va) 是 一 随机 函数 , 它 对 于 决策 者 是 给 定 的 ,但 其 最 终 确定 

依赖 于 决策 问题 (37); CO. 是 给 定 的 普通 可 微 函 数 .求解 问题 (37) 的 步骤 如 下 . 
O 写 出 最 优 性 条 件 ( 依 式 (6)) : 

0 一 zU' — aV,, (38a) 


y? 
0 = aU! + gy, = 





az 4 Pg |v.. (用 式 (38a)) (38b) 


2 
py, = Vi, + [e+ Xv, 十 [e- T RE e)», 十 ELA (38c) 


HF p= pkyz/v),Y 仿 此 .注意 , 写 出 以 上 条 件 时 并 不 涉及 均衡 问题 . 
Gi) 提出 均衡 条 件 . 具体 提 法 依赖 于 问题 的 实际 背景 ,并 非 出 自 腾 造 . 对 于 
本 问题 ,我 们 设 在 均衡 时 
z = const, Xx/y= y= const, y=—v, (39) 


其 中 均衡 水 平 z 与 均衡 比率 x 有待 确定 . 
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GD 设 定 值 函数 V(.), 因 在 均衡 时 VCzz) = const U (r), 故 不 妨 设 在 均衡 
时 V(y) = Uy), BRO > 0 待定 (参照 3. 3. 3C). 

Gv) 确定 常数 z,p,6. 为 此 ,利用 最 优 性 条 件 (38a) 一 最 优 性 条 件 (38c ) 与 均 
WREG). 首先 ,从 条 件 (38a) 与 条 件 (38b) 容 易 得 到 


ad =p 2 (e! —1— 0), (40) 
ag + zg (z) = 0. (41) 

其 次 ,利用 Y(y) = 9U Cy) 可 验证 
Wy = Vy, YV = 一 ay (一 0 十 1) (42) 


注意 ,等 式 yV,, — — oV, A, V MU EW 为 相对 风险 厌恶 系数 . 将 式 
(39) 、 式 (41) 与 式 (42) 代 和 条件 (38c) ,得 到 关于 均衡 值 的 方程 


Wz) 十 zg (z) = £ 十 2 

设 方程 (43) 有 唯一 解 z, 则 由 式 (41) 与 (40) 唯 一 确定 与 5. 
W RH xy 的 均衡 轨道 与 均衡 增长 率 .将 均衡 条 件 (39) 代 入 方程 (37b)， 

得 到 如 下 齐 次 线性 SDE: 


(43) 


dy = y(¢dt + du), 
其 中 少 就 是 》( 也 是 xz ) 的 均衡 增长 率 , 它 可 表 为 
Y —9(z)-—— ag = Pz) + zd (z) 


p o o? 
=F + EN (用 式 (37b)、 式 (41)、 式 (43)) (44) 
解 所 得 齐 次 线性 SDE ,得 到 y 的 均衡 轨道 : 
y(t) = xyexp[X — of/2)t cu]. GSO). (45) 


然后 由 = py 得 到 x 的 均衡 轨道 ,无 须 写 出 . 
至 此 ,可 以 说 已 求 得 问题 (37) 的 均衡 解 . 
车 令 u-0,vO) 为 普通 函数 , 则 问题 (37) 退 化 成 一 个 确定 性 的 最 优化 问题 ， 
max [^ etU GC G2dt, (462) 


st. yo vd z — ax. (46b) 


4 Fi Hamilton 函数 法 来 解 问题 (46) . 4E Hamilton 函数 ( 依 3. 3. 1E) 
H = Ulaz) + ALyp(yz/v) — ax], 








则 问题 (46) 的 最 优 性 条 件 为 
9H rus) — ad = 0, (47a) 
Ox 
2H = aU" Ge) + %y(% =0, (47b) 
z v v 
2H _ yxz|, xxy[»l.5a i 
55 = [42 +g” ]- 23 À. (470) 
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约定 g, = z/z;g, 等 仿 此 . 由 式 (46b) , 式 (47a) 一 式 (47c) 分 别 得 到 


&y 一 9 一 ap (u-zr/y (48a) 
Ea = Ea — O(g: + Ee) (48b) 
azu + yzg = 0, (48c) 
Bi. = p— 9— Cyz/v)g. (48d) 


若 均衡 条 件 (39) 满 足 , 则 g, = g,,g: = 0; 由 式 (48c) 推 出 式 (41); 由 式 (41)、 式 
(48a) 3X (48b) , 3X (48d) JE HH 


Pe) + ag (2) = g, m gm — E o L[gG) b zy G0] — 4, 
由 此 解 出 
plz) + zg (2) = p/f. (49) 


另 一 方面 ,在 式 (43) 中 令 of = 0, 亦 得 出 式 (49). 由 些 可见, 在 扰动 消失 的 情况 
下 , 依 Hamilton 函数 法 与 待定 值 函数 法 得 出 同一 结果 ， 
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在 作 了 第 3 章 的 准备 之 后 ,现在 进入 本 书 的 核心 内 容 :连续 时 间 随 机 模型 ， 
它 所 用 的 基本 数学 工具 是 连续 时 间 随 机 过 程 ,以 及 随机 最 优化 与 随机 微分 方程 . 
因此 ,对 于 随机 分 析 的 某 种 程度 的 熟悉 对 于 阅读 本 章 是 必需 的 ， 

研究 连续 时 间 随 机 模型 ,我 们 有 两 个 自然 的 参照 . 首先 ,容易 注意 到 ,本 章 与 
运用 离散 时 间 模 型 的 第 2 章 一 样 , 几 乎 面 对 同 样 的 经 济 问题 . 由 于 本 章 对 问题 有 
和 第 2 章 相 同 或 接近 的 提 法 ,自然 期 望 达到 多 少 与 之 对 应 的 结论 . 然而 ,连续 时 
间 模 型 要 用 到 更 复杂 的 分 析 方 法 ,因而 必定 达到 更 精细 的 结论 与 更 雏 刻 的 理解 . 
其 次 ,连续 时 间 随 机 模型 是 相应 的 确定 性 模型 的 自然 推广 ,后 者 与 前 者 的 区 别 在 
于 随机 扰动 的 有 无 . 在 随机 扰动 存在 的 情况 下 ,我们 特别 关注 的 问题 是 :扰动 对 
于 系统 主要 变量 的 增长 及 其 稳定 性 产生 什么 影响 ? 刻画 扰动 的 参数 (如 方差 ) 如 
何 影响 模型 变量 的 均衡 水 平 与 均衡 增长 率 ? 如 何 影 响 模型 主要 变量 的 均衡 增长 
轨道 ? 对 于 这 类 问题 的 解答 是 饶 有 趣味 且 意 义 重 大 的 . 

依 是 否 使 用 最 优 决策 ,本 章 的 模型 又 分 为 两 大 类 :单纯 的 随机 微分 方程 模型 
与 最 优 决策 模型 ,两 者 分 别 以 Solow 模型 与 Ramsey 模型 为 其 代表 . 在 宏观 经 济 
分 析 中 ,最 优 决策 模型 无 疑 是 更 重要 的 ,因而 自然 构成 本 章 的 主体 . 


4.1 经 济 增 长 


本 节 实 际 上 只 考虑 一 类 较 单 纯 的 经 济 增长 模型 , 它 不 涉及 决策 行为 . 这 类 模 
型 的 原型 是 Solow 模型 (Solow,1956), 它 是 所 谓 新 古典 增长 理论 的 起 点 . Solow 
模型 及 其 推广 都 基于 如 下 基本 设 定 : 社 会 总 产 出 完全 决定 于 要 素 的 总 投入 ;总 产 
出 在 消费 与 积累 之 间 依 固定 比例 进行 分 配 , 因 而 要 素 的 积累 依赖 于 固定 的 规律 ， 
而 与 经 济 主体 的 决策 无 关 . 因此 ,经 济 增长 完全 取决 于 生产 函数 与 要 素 的 积累 规 
律 ,后 者 用 一 定 的 微分 方程 描述 . 与 经 典 的 增长 模型 的 差别 在 于 ,本 节 假 定 要 素 
的 积累 受到 某 种 随机 于 扰 , 因 而 要 素 积 累 方程 人 ODE 过 渡 到 SDE ,而 对 模型 的 
分 析 归 结 为 对 所 得 SDE 的 分 析 . 本 节 的 主要 结论 是 ,随机 干扰 有 可 能 实质 性 地 
改变 由 确定 性 增长 模型 所 预言 的 增长 轨道 . 

本 节 所 涉及 的 生产 要 素 是 :劳动 力 投入 工 , 物资 资本 天 SAHRA H 等 . 
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我 们 首先 考虑 忽略 技术 因素 的 随机 Solow 模型 与 人 力 资本 模型 ,然后 引入 技术 
因素 并 考虑 技术 的 内 生 增 长 ,这 一 课题 涉及 R&D 模型 与 边 干 边 学 模型 . 本 节 不 
考虑 价格 因素 ,因此 天 ,7 等 变量 均 为 实际 变量 . 


4.1.1 Solow 模型 


A. BBR 
考虑 这 样 一 个 经 济 体 : 其 总 产 出 Y 取决 于 所 谓 新 古典 生产 函数 Y = FOR, 
L), 这 意味 着 F CO 为 1 次 齐 次 函数 吕 , 且 f(&) SFR) 满足 以 下 条 件 ， 


fG)20, FRY <0, fü) > kf (k) 20); (la) 
f(0) = fœ) = 0, fO = foo) = oo. Gb) 

解释 新 古典 生产 函数 的 最 简单 例子 是 最 常用 的 Cobb-Douglas 生产 函数 ， 
F(K,L) 一 4K (A>0<a<1), (2) 


可 直接 看 出 SCR) = AR" 满足 条 件 (1). 
DES BESO RR KL 的 增长 规律 . 在 确定 性 Solow 模型 中 , 取 
K =sY— ôK, L-—nL, (3) 
其 中 s € (0,1) 是 常数 储蓄 率 ,这 表明 总 产 出 了 按 固 定 比 例 分 解 为 资本 积累 sY 
与 消费 C = (1 一 SY 两 部 分 ; 6 € (0.1) 是 资本 折旧 率 ; n 是 常数 人 口 增长 率 ， 
并 不 假定 ”二 0. 因 不 考虑 就 业 问题 , 故 不 妨 设 所 有 的 人 都 在 工作 ,因而 ”就 是 
劳动 力 增 长 率 . 与 确定 性 Solow 模型 的 区 别 是 ,现在 假定 天 与 工 的 增长 都 受到 
某 种 随机 干扰 ,干扰 的 强度 分 别 与 天 ,成 比例 . 例如 ,资本 与 劳动 力 都 可 能 存在 
随机 的 流 进 与 流出 . 此 处 不 讨论 干扰 的 具体 来 源 , 只 是 假定 ,在 干扰 存在 的 情况 
下 积累 方程 (3) 修 改 为 
dK = (sY — ôK)dt + Kduy, (4a) 
| dL = L(ndt + duz), (4b) 
其 中 dux 与 du, BATH Brown 运动 . 以 ekdt id dug WH, BD Var(dug) = 
oxdt ,oi 仿 此 . 其 次 约定 
cov(duy,du;) = ox;dt. 
今后 涉及 Brown 运动 时 将 总 使 用 这 类 记号 法 而 不 另 作 说 明 . AEO PRAN 
的 Brown 运动 特性 表明 ,对 于 天 与 世 的 干扰 是 大 量 微小 因素 独立 作用 的 综合 
果 , 而 这 应 当 说 是 近 于 现实 的 . 
方程 (4) 是 关于 变量 KL 的 随机 微分 方程 组 , 它 并 不 便于 分 析 . 如 同 处 理 确 
定性 Solow 模型 一 样 , 较 好 的 方法 是 以 人 均 资本 存量 == K/L 取代 变量 天 , 工 . 


© 当 FCK,L) 满 足 恒 等 式 FGK,tL) 三 LF(K,L) 时 称 下 为 a 次 齐 次 函数 .对 于 Solow 模型 ,可 放松 
“新 古典 生产 函数 ”这 一 条 件 , 但 1 次 齐 次 生产 函数 是 总 要 求 的 . 
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况且 ,用 & 来 刻画 经 济 发 展 水 平 是 更 合理 的 . 由 随机 微分 的 商 规 则 (参看 3.1 节 
式 (28b))?, 有 

K|[dK dL dL 

a=k- rE) 

a1 Ea — ddt + dug — ndt — du |a — ndt — du). 


HE€FOK.L) = Lf), MARKERS. 1 节 式 (43)) 乘 上 式 右 端 ,得 到 
dk = [sf(k) — uk )dt + kdu, (5) 
其 中 
=n + ô + on, — of, du = dux 一 duz. (6) 
方程 (5) 就 是 随机 Solow 模型 的 SDE, 它 是 关于 上 的 一 个 自治 SDE, 当 f(:) 满足 
条 件 (1) 时 方程 (5) 必 定 是 非 线性 的 . 车 ox = oi = 0, 邑 随机 干扰 消失 , 则 方程 
(5) 退 化 为 ODE 
È = sf(k) — (n + ô)k, (5)' 
这 正 是 确定 性 Solow 模型 的 微分 方程 . 
无 论 方程 (5) 或 方程 (5)' ,都 不 能 求 出 显 式 解 ,因此 只 能 对 其 作 某 些 定性 分 析 . 
B. 某 些 结论 
从 SDE(5) 可 得 出 如 下 结论 . 
O AGS SU Te RE RO) 是 一 个 齐 次 扩散 过 程 ,其 漂移 系数 与 扩散 系数 分 别 
Hi shh) — ph 5j Rok — 20x + oi. 
Gi) 扩散 过 程 RO) BY Markov 性 表明 ,在 统计 的 意义 上 ,可 用 当前 的 经 济 状 
态 预 测 未 来 的 经 济 发 展 . PAM AEM A) — E If s t. I EGO 的 概率 分 布 
SEH A) =k RE. RL. AAO) 的 漂移 系数 .扩散 系数 与 Kolmogorov 
方程 ( 见 3. 1 PRG ARERO 的 转移 密度 函数 pa, kk). Es t, MIE 
何 区 间 (2,6) 有 


Pla <k(s) < bk) = k) = [oc — t,k, )dy. 


这 一 类 的 信息 对 于 经 济 决策 者 无 疑 是 有 意义 的 . 
Git) 由 方程 (5)? 得 出 上 的 期 望 增长 率 为 


p a M/A PO) s fF) — (n + Ò + om aD. 


若 随机 扰动 消失 , 则 得 到 确定 性 的 增长 率 
gi A k/k = sk"! f(k) — (n + ô). 


O 直接 用 3.2 节 中 的 式 (25); a = yx — pr — or + oldur = dug — duz, 可 更 简捷 地 得 出 下 面 的 
式 (5)、 式 (6). 
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TER 9 — g, = o1 — ox, HIE RI fA. 这 就 表明 ,平均 地 说 ,随机 扰动 的 出 现 可 能 提 
高 增长 率 ( 当 o1 > ox, ), 亦 可 能 降低 增长 率 ( 当 oL < or ). AL MMM K 
的 扰动 , 则 
ar X OKOL « 0i ®, 

who > g, MAKERE. 这 一 结论 在 直观 上 未 必 是 显然 的 . 在 极端 情况 
下 ,车 工 受 到 扰动 而 KK 未 受 干扰 , 即 ol > 0-— ok, 则 增长 率 握 高 ;车 仅 有 天 受到 
扰动 , 则 增长 率 不 变 . 可 见 对 于 劳动 力 与 资本 的 干扰 其 后 果 很 不 一 样 , 这 一 事实 
将 反复 见于 本 节 的 其 他 增长 模型 . 从 数学 上 看 ,方程 (4a) 与 方程 (4b) 显 然 是 不 对 
称 的 : 世 的 增长 与 天 无 关 , 而 天 的 增长 则 与 志 有 关 . 由 此 看 来 ,在 Solow 模型 中 ， 
工 是 一 个 更 能 动 的 要 素 . 

C. 稳定 性 

对 于 方程 (5) "的 稳定 性 分 析 是 很 简单 的 : 若 A n + 0 — 0, 则 存在 唯一 的 
均衡 水 平 &" > 0, MESSA) = uk EROSO, BUE RG) +k" (t-> 00), 
即 均衡 解 RG) =k" 在 区 间 (0,05) 内 全 局 渐 近 稳定 . 直观 上 ,这 意味 着 ,无论 经 
济 起 点 (0) > 0 如 何 , kG() 最 终 必 稳定 于 均衡 水 平 和， 而 增长 率 则 渐 近 于 
=. 

随机 扰动 出 现 之 后 ,稳定 性 发 生 明 显 变化 . BH PA ORSRSI HH 
其 他 均衡 点 ,可 见 前 面 所 述 的 正 均 衡 点 *" 已 被 随机 扰动 漂 没 ,更 谈 不 上 渐 近 于 
某 个 正 均衡 状态 的 问题 . 其 次 ,方程 (5) 的 零 解 的 稳定 性 并 不 明显 ;而 方程 (5)' 的 
零 解 则 明显 地 是 不 稳定 的 . 

今 用 3. 2. 3C 中 的 方法 来 分 析 方 程 (5) 的 零 解 的 稳定 性 . 首先 注意 du 一 dux 
一 dur( 依 式 (6)) 是 一 个 Brown 运动 (参考 3. 1. 1C)， 

o = ok — 20k, + oi. l 
R D = (0,00), 将 3.2 节 中 的 不 等 式 (40)、(41) 用 到 方程 (5) 可 分 别 写成 
sup [2sk ^! f (&) + oi — 2p] « 20? 
5 
inf [2s ! fU + oi — 25] > 2e. 

以 上 条 件 显然 又 可 以 分 别 改 写 为 





SE) Loi 2k 
SP e 





© 设 r 是 dux 与 dui 的 相关 系数 , 则 
irl |cov(dux,du;)| _ loxz| 


~ V ar(dux)Var(duz) FKL 





x, 


可 见 ox Soko 总 是 成 立 的 . 
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5 ing FO > + 2H 


inf — (8) 
& glk) 一 FE) 人 ， 则 用 条 件 (1) 推 出 
kg (k) = kf'(k) — f(k) «0 (gk>0) 
lim p(k) = f (0) = ce, 
lim p(k) = f (cc) = 0. 
从 这 些 结论 显然 得 出 
sup P(A) = 40) = 00, inf p(k) = go) = 0. 
这 就 可 将 条 件 (7) 与 条 件 (8) 分 别 写成 
co « 0; + 25 (7)! 
与 
0 2 oi + 2p. (8)' 


式 (7)' 不 可 能 成 立 , 这 就 排除 了 用 式 (7) 推 出 零 解 在 (0,990. P a. s. 指数 稳定 的 
可 能 性 . 其 次 ,条 件 (8) 相当 于 
2(n + 8) + ok < oi. (9) 

这 就 表明 , 若 对 工 的 扰动 偏 强 , EA ok 相对 于 ,6,o% 偏 大 , 则 方程 (5) 
的 零 解 在 [0,ce) 内 是 a.s. 指数 不 稳定 的 ?, 即 当 经 济 从 正 起 点 起 步 时 a. s. BH 
数 增长 . 这 一 结论 无 疑 是 值得 高 度 关注 的 . 

D. 平稳 分 布 

上 段 中 我 们 得 出 了 零 解 a.s. BRB EMRE 9). (AY ok = of = 0 CAI ~ 
动 消失 ) 时 条 件 (9) 已 不 满足 ,因而 所 得 结论 并 不 能 对 确定 性 Solow 模型 作出 什 
么 推断 . 可 以 推 想 ,与 确定 性 条 件 下 的 稳定 性 结论 相对 应 的 ,应 当 是 平稳 分 布 @. 
现在 就 用 3. 2. 3D 中 的 方法 来 计算 Solow 模型 的 平稳 分 布 . 设 & 依 方程 (5), 其 中 
生产 函数 取 为 如 (0<a<1), 以 x(k) 记 待 求 的 平稳 分 布 . 分 别 以 GE" 一 uk) 与 
& 代 替 了 与 8 应 用 3.2 PRO) 5X61). 首先 算出 

ok) & re V dz = si =R 74D — Sink, 

于 是 


1 — ("A a-a 
züy =), z* dr 《用 3.2 节 式 (51)) 


© 对 照 3.2.3B 中 的 判别 法 可 以 看 出 ,此 处 隐藏 地 认定 了 一 个 事实 :方程 (5) 起 于 忆 = [0,co) 内 的 
解 的 轨道 (几乎 必然 地 ) 不 移出 D ,这 易 由 解 的 唯一 性 推出 . 

Q 首先 将 平稳 分 布 概念 应 用 于 经 济 增长 理论 的 是 Bourguignon(1974) 与 Merton(1975). 类 似 于 本 
段 的 结果 首先 由 Merton(1975) 得 出 . 
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1 
=ke- | exp 
o X 





B — Ba" — Zina) dz [2 = 5 





oo 
一 一 2 一 2 一 
一 &zep ao f Zeexp( 一 Br ")dz 
0 





eo 2 
= p2gh- 20 ef edt [o .2u dtc 
0 





= ED g- rem exp (Bk-*) 


故 得 


x(k) = PLE 2 -2meeexp( 一 Bk) (k> 0). 


为 使 7h) 有 定义 ,显然 要 求 o> 0, 这 相当 于 
0 « 2g +0 = 2 + 9) + ok — oi. (9)' 

由 此 可 见 ,条 件 (9) 与 条 件 (9) 恰 好 相反 ,这 是 很 自然 的 :有 正 起 点 的 解 EGO) 收 
敛 于 平稳 分 布 与 a.s. 指数 增长 这 两 件 事 是 不 能 并 存 的 . 

下 面 设 条 件 (9) 满足 , 今 利 用 已 求 得 的 x(%) 来 计算 各 种 “平稳 值 ”. 为 记号 
简便 起 见 ,除了 使 用 已 约定 的 记号 6,w 之 外 ,再 约定 

= (2p + coi)/a'oi = w — c/o. 
BR o = wo. 设 & 服 从 平稳 分 布 , 则 
ER =| krak 一 ris B [ie cttm expc— Bk-* )dk 
=P" DO) /D(o). 


特别 ,分 别 取 z = 1,0 与 一 a 得 到 如 下 平稳 值 ; 
k SER = BT C) /T w); 





r r 十 D - 

ye EP 一 B FES c > = gu S 1) = ple w e ER, 
- 24 T) ., I'(o -- 1) -i 25 + o 
| To) P Fay =F “一 


我 们 最 关心 的 事情 是 以 上 结果 与 确定 性 系统 (5) 的 均衡 值 有 何 联系 . 在 式 
(5)' 中 令 fe) =k, 直接 看 出 上 的 正 均衡 值 为 


1/« 
k* = 





TT 
BRB n+ o> 0. 现在 将 与 &" 作 一 比较 .约定 


1 2 
c= il, z= GM 


注意 当 叶 -> 0 时 xz 一 co. 于 是 


Ae [ES T(z) - (ey a TG) 
k* a! o? T(r € r(x -+ e)’ 
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A of 一 0 时 显然 有 (Gx 十 人 /410 一 1. 为 估计 hr) a rT Ca H e), 我 们 
要 用 到 如 下 Stirling 公式 ， 


in! (x) = In 2x + [:-$ 
将 以 上 公式 用 到 Inh Gc) 得 : 
InA (x) 一 sinz + E 一 | inc z+ 


Inz — z + 152 (06-0. 
2r 








1 
2 

l 
2 


a 
In(z +e) +2 +e ix Tie 


—(z+e- 





_ ED £\, @ | 48 
=e (z+e zafi + t) ux 12x Fe 





€ e? 0 0, 
-l(-$-445-2*--0 (x — œ), 
因而 h(x) — l(a co). 这 就 表明 , 当 ol OB E — k^. 这 正 是 我 们 所 期 望 的 
结论 : 若 随 机 扰动 消失 , 则 & 的 平稳 值 重合 于 & 在 确定 性 Solow 模型 中 的 均衡 
值 . 

其 次 比较 一 下 与 &* 的 大 小 关系 . ABB, FMR ok = 0,08 = 0} BY 
小 , 则 








2 h (r); 


k u E 十 20 T(z) _ (t+ 2r) 
k* a! o? T(r++e) r(x + £) 


Ink, Gr) =eln (x + 26) + In (x) — InP'(x 4 €) 





0 


lng — x + ix 


—dnz + en[1. 2} + [2-5 
x 2 





1 e 2 
- [se 5) [nz + inf + 5) e 7 iu 


2 
-lE.ti-$-iee-e 


Bi BERT DL. 34 o; — o1 YN AR >k, 即 劳动 力 供应 的 轻 度 波动 使 资本 的 平 
稳 值 从 确定 性 模型 的 均衡 值 上 移 . 这 一 结论 无 疑 是 有 意义 的 , 它 未 必 容 易 从 直接 
观察 得 出 . 


41.2 ”人力 资本 模型 


现在 在 Solow 模型 的 基础 上 增加 一 个 要 素 投入 , 即 人 力 资本 HH. 考虑 人 力 
资本 在 经 济 上 是 一 个 实质 性 的 突破 ;但 从 数学 形式 上 看 ,这 只 是 将 Solow 模型 推 
广 为 二 维 而 已 .下 面 的 分 析 表 明 ,对 于 人 力 资 本 模型 ,可 达到 非常 类 似 于 Solow 
模型 的 结论 . 下面 给 出 的 模型 在 确定 性 形式 下 接近 于 Mankiw,D. Romer 5 Weil 
(1992) 的 工作 . 
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A. 模型 描述 
类 似 于 Solow 模型 ,采用 如 下 生产 孙 数 了 = FOKR,H,D),FCO 是 1 次 齐 次 
的 , 且 fCk,h) & FRA) 满足 条 件 : 
f,>0, ti, > 0; S>kfi+ hf; 
fa <0, faf > fiz 
FGhb,th)|,z, = f: ltk,th) |m = 0, 
fGk,th) No = f:ltk,th) |0 =œ, G=1,2) 
其 中 Si =A) fof FHM: kh 0. RRL FCO 为 新 古典 生 
产 函 数 . 与 式 (2) 相 当 的 Cobb-Douglas 生产 函数 是 
F(K,H,L) = AK*H*Li77, 
其 中 A,2,8 2 0,0 4- B « 1. XE T Cobb-Douglas 生产 函数 ,可 直接 看 出 (LA) 
= Ak'h? 满足 条 件 (10). 
其 次 ,要 素 增 长 方程 (4) 现 在 被 代 以 方程 


(10) 


dK 一 《SKY 一 Ox K)dt 十 Kdux, (11a) 
dL = L(ndt + du, (110) 


其 中 ss € (0,1),s + su  1,9k,04 € [0,1], 这 些 参 数 的 意义 是 自明 的 ; 
dux dug 5j du, 均 为 Brown 运动 . 
类 似 于 对 Solow 模型 所 作 的 , 令 = K/L,h = H/L, AAA 3. 1 PROH 
方程 组 (11) 转 化 为 关于 &, 的 方程 组 : 
dk = [skf(k,À) — pk |dt + kdv, 
也 = [suf Gh) — pap]dt + hdw, a2) 


其 中 


Bk =n + Ox + ox, — oi, 
t =n + oy + on, — oi, (13) 
dv = dug — duz, dw = duy — duz. 
Ji BR O2) 8E 5 3X CODE SDE. # ok = oh = of = 0, 即 随机 扰动 消失 , 则 
SDE(12) 退 化 为 ODE 系统 
k = skf(k,h) — (n 十 OK)R， 
i = syf (R,h) — (n 十 05)A. 
方程 组 (12) 就 是 熟知 的 确定 性 人 力 资本 模型 的 微分 方程 组 . 
B. 稳定 性 分 析 
将 4.1.1B 中 对 方程 (5) 所 作 的 分 析 用 于 方程 组 (12), 亦 可 得 出 某 些 类 似 于 
Solow 模型 的 结论 . 但 这 些 都 是 平凡 的 ,不 必 详 述 . 下 面 集中 考虑 关系 重大 的 稳 


(12)! 
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定性 问题 . 

对 于 ODE 系统 (12)' ,结论 是 相对 简单 的 :只 要 nn 十 6:>>0G — KH), 系统 
就 有 唯一 的 正 均 衡 点 CRA) (但 并 无 显 式 表 达 ), 对 于 系统 的 任何 有 正 起 点 
(CO) ,A COD 的 解 (AC), AG), A 

(GQG).,AQ)-— CR" ,h*) (> œ). 

在 条 件 (10) 的 基础 上 证 明 以 上 结论 ,是 一 个 标准 的 ODE 问题 . 

一 旦 将 随机 扰动 引入 系统 ,情况 就 复杂 了 . 如 同 处 理 Solow 模型 一 样 , 今 用 
3. 2. 3C 中 的 方法 来 分 析 方 程 (12) 的 零 解 的 稳定 性 . 为 便于 应 用 3. 2 节 中 的 条 件 
(38) 5 fF (390 ,首先 将 系统 (12) 改 写成 如 下 的 向 量 方程 形式 : 


k skf — prk k 0 v 
dl ]- a mie + p MOME a2)" 
其 中 了 二 SRA). 将 式 (12) 与 3.2 节 中 的 标准 形式 的 方程 (27) 对 照 ,此 处 与 3. 2 
节 方 程 (27) 中 的 x,f,g,u 相当 的 分 别 为 
k skf — prk k 0 v 
Hi De a] lo |J Mi 
其 次 ,与 3. 2 4555 (380 AG PA A eS X SA E 
pr 
一 i j, 
p = 0, = 0k — 2okL d- of, 
其 中 | = o, = oh — 20g, + oi, . 4 
r = OQ, = Oxy — Ox, — Oni + OL. 
于 是 3.2 3G) XE GO PAI x! Fx) trig G0g 002] 5 x'gG02 g GOx 分 
别 对 应 
(skk + Suh) f 一 prk? 一 Huh’, 
pk? + qh’, 
phi + Qrk*h? + gh’. 
RM D= (kh) : kh 0). 依据 已 指明 的 对 应 关系 ,现在 不 难 将 3. 2 节 中 的 条 件 
《38) 与 条 件 (39) 改 写成 适合 于 方程 (12) 的 形式 ， 


sup A(E,AÀ) < inf B(k,h); (15) 
k h>0 k.h0 
inf A(k,h) > sup B(b,h), (16) 
k.h0 k.h—0 


其 中 
， ， 
AG,Rh) = 2f (b ,h) Gkk + suh) te p. + (q — 2ug)h aa) 
+h 
_ 20pkt + 20h! + ght) 
B(k,h) = CETS . | (17b) 





142 | 宏观 经 济 的 随机 模型 





今 进一步 将 条 件 (15) 与 条 件 (16) 具 体 化 ,而 关键 在 于 求 出 其 中 的 sup 与 inf. 
首先 注意 


_ 2fCk,tk) sk t tsa | b — 2uk +P — ZK) 
ACR th) = FR V id? s 
lim A9 oo, lim Ii. —0. QHskQO0,:20) 


> 





k-—0 是 -oo 
由 此 推出 
sup A(&,h) = sup ACk, tk) = œ; 
k, h>0 ka0 
; _ rp— 2tx FH 一 294) 
inf AG A) —inf it? 
=(p — 2er) A (一 2pr)， 
此 处 及 以 后 均 采 用 约定 记号 : 
a A b= min(a,b) = la +b— la—b|, 
(18) 
a V b= maxia,b) = + (a +b + |a — bb. 
类 似 地 ， 
sup B(k, A) = supB(&,k v t ) = 2sup Pt), 
kh>0 bao t>0 
Kh git) = O +~ + 2rt + gt’). A 900 = pio) =q, 
dO) -—0-t—(p—rn/q—rnres8tn, 
故 sup pit) = maxí(5,9,9), 其 中 
% = Pt) = PG a! 2r( — NG — 7 tap — 7 (0 « t « oo). 


(pq — 2r» 
34 t € (0,00) 时 不 必用 ® 直接 有 
sup Pt) = p V q. 
在 这 种 情况 下 ,可 置 % = p. 
综合 以 上 结果 得 出 :条 件 (15) 必 不 满足 ,而 条 件 (16) 相 当 于 
Cp — 2px) A (q — 29) > 2maxíp,9,«). (9) 
于 是 应 用 3. 2. 3C 中 的 判别 法 得 到 
命题 ” 设 条 件 (19) 满 足 ，(C&(GD) ,ht)) 是 方程 组 (12) 的 解 , &(0) ,ACO) > 0， 
则 以 下 两 结论 必 有 一 个 成 立 : 
G) Xr 一 oo Bf AC) |? + [A CO |? 几乎 必然 指数 增长 至 无 穷 ; 
GI) (R(t) ACD 的 轨道 以 正 概率 逸 出 第 一 象限 ， 
注意 ,无 论 是 = 二 0 还 是 A= 二 0 ,都 意味 着 生产 中 止 . 故 不 妨 将 上 述 命题 简略 
地 表达 为 :在 条 件 (19) 之 下 ,有 正 起 点 的 经 济 要 么 濒于 月 溃 , 要 么 最 终 呈 指数 增 
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长 . 这 样 的 结论 无 疑 是 令 人 感 兴趣 的 , 它 并 不 易 从 常识 判断 得 出 . 
然而 ,我 们 还 无 法 陶醉 于 有 点 令 人 惊异 的 上 述 结 论 ,因为 尚 不 清楚 条 件 (19) 
在 什么 情况 下 满足 . 考虑 到 表达 yx un boaoro oy 的 式 子 ( 式 (13) RAIDS 
复杂 性 ,很 难 对 条 件 (19) 作 出 一 个 直接 解释 . 因此 ,我们 只 能 考虑 那些 能 使 式 
(19) 大 大 简化 的 特殊 情况 . 
首先 考虑 天 , 互 汪 三 者 之 中 仅 有 一 个 受到 扰动 的 极端 情况 .车 ok 0,05 = 
ei = 0, M 
Hk =n + Óg,ug =n + ôu p = 0%,9 二 7 二 0. (ARAI, XO4D 
此 时 条 件 (19) 简 化 为 
(Gk — 20x) A C— 24) > 20k, 
而 这 显然 不 可 能 满足 . S4 04 > 00k = oi = ON AIHA. (AEA of > 0,ok 
= ch = 0, 则 
bx=nt+ox—ai, yu=n +u — oi, p—g-—r-—oi. (用 式 (13)、 式 (14)) 
以 此 代入 式 (19), 得 到 
(303, — 2n — 26k) A (30; — 2n — 204) > 26i, 
Bn 
o} > 2n + 20k V On). (20) 
由 此 可 见 , 只 要 o XF Ok On 适当 大 ,就 能 使 前 述 命题 的 结论 成 立 . 
其 次 考虑 如 下 特殊 情况 : dux,duy,du, 互 不 相关 , 且 Ox = On = 6, 则 
uk =n + ô — Å, = Hy; 《用 式 (13)) 
p = ok + sg = oh + ofr = oii (用 式 (14)) 
p = (okoh + choi 十 co) + oh). 
于 是 max(p,q,Q} = oi + (ok V oz)， 条 件 (19) 简 化 为 
oj — 2n — 20 > 2€ek V ei) — (ok A oi, 
Bp 
20} > 4n + 40 + ok + oh + 3|lek — chl. | OR5R 8» (20)! 
由 此 可 见 , 只 要 of WIF 0.9. ok oh 适当 大 ,同样 使 前 述 命题 的 结论 成 立 . 
注意 :条 件 (20) .条 件 (20)' 均 与 条 件 (9) 相 当 , 它们 都 表明 对 于 工 偏 强 的 扰动 
能 显著 提升 经 济 的 增长 ,而 对 资本 的 扰动 却 不 能 起 类 似 作 用 . 这 是 很 值得 注意 的 . 


4.1.3 R&D 模型 


前 面 两 个 模型 忽略 了 技术 因素 ,而 技术 在 现代 经 济 成 长 中 无 疑 起 着 举 足 轻 
重 的 作用 . 从 定量 分 析 的 角度 考虑 ,技术 的 作用 非常 复杂 ,难以 给 出 完全 而 严格 
的 描述 . 首先 ,技术 水 平 4 的 量化 就 绝 不 是 一 件 简单 的 事情 ,我 们 只 是 假定 这 种 
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量化 已 经 实现 了 ,因而 4 是 一 个 可 测定 的 时 变量 . 至 于 其 具体 测定 方法 , 则 是 值 
得 专门 研究 的 另 一 个 问题 . 其 次 ,除了 似乎 无 足 轻重 的 单个 个 人 之 外 ,任何 经 济 
体 都 会 或 多 或 少 对 技术 进步 作出 一 定 贡献 ,因而 技术 与 其 他 经 济 变量 的 作用 本 
质 上 是 相互 的 ,但 仅 当 考虑 某 个 足够 大 的 经 济 体 (例如 全 球 经 济 ) 时 , 才 值 得 将 技 
术 4 作为 模型 的 内 生变 量 . 在 某 种 意义 上 ,技术 同时 具有 生产 要 素 与 产品 的 某 
些 特征 . 作为 一 种 产品 看 ,技术 的 产 出 无 疑 遵循 比 物质 生产 更 复杂 的 规则 ;但 为 
得 到 某 种 便于 分 析 的 模型 ,我 们 不 得 不 采用 高 度 简化 的 假设 :技术 要 么 是 专门 的 
研发 (R&D) 部 门 的 产品 ,要 么 是 所 有 生产 过 程 的 副产品 . 这 两 种 假设 导向 两 个 
SAR MA RED 模型 与 边 干 边 学 模型 ,我 们 在 本 小 节 与 下 小 节 中 分 别 考 
虑 这 两 个 模型 的 随机 形式 . 

A. 模型 描述 

设 经 济 由 生产 部 门 与 研发 部 门 组 成 ,二 者 分 别 生 产物 质 产 品 与 开发 技术 ,其 
生产 函数 分 别 为 ， . 

Y = CyK*(AL)’, (21) 

pa = CaK® APL", (22) 
其 中 Cy ,Cs 是 正常 数 ,0<a<l'o =1—4,€,75>0,6 t - 0, 对 常数 0 暂 
不 加 限制 .在 生产 过 程 中 ,要 素 天 ,在 生产 部 门 与 R&D 部 门 按 固定 比例 配置 ， 
这 些 比例 已 吸收 进 系 数 Cy 与 C4 中 而 未 直接 表现 出 来 . 

与 确定 性 模型 相 比 ,需要 强调 的 一 个 关键 差别 是 ,此 处 应 将 Y 理解 为 平均 
产 出 (或 期 望 产 出 ) ,而 将 $4 理解 为 技术 的 平均 增长 率 , 因 而 da 仅 作为 一 个 整体 
记号 使 用 (关于 记号 参看 3. 2. 1D) ,并 不 像 确定 性 模型 中 一 样 界 定 为 4/4 (4 未 
必 有 意义 1) .类似 地 ,以 网 表 天 的 平均 增长 率 , 且 假定 网 一 sSG7/K),sE (0,1) 
是 常数 储 车 率 . 与 式 (3) 对 照 , 此 处 略 去 了 资本 折旧 . 为 简便 起 见 , 下 面 约定 x = 
Pasy = x. 

类 比 于 式 (11) , 设 4, 开 , 工 服从 如 下 随机 增长 方程 : 

dA = A(adt + du,), 
lor = K(ydt + dux), (23) 
dL = L(ndt + duz), 
其 中 是非 负 常 数 , du, dux, du, Æ Brown 运动 ;为 简便 起 见 , 假 定 它们 互 不 相 
X. 尽管 方程 组 (23) 中 的 三 个 方程 在 形式 上 呈现 出 很 完美 的 对 称 性 ,但 应 注意 
zy KAF n, 并 非常 数 . 

现在 利用 式 (21) 一 式 (23) 导 出 关于 z,y 的 SDE, 关 键 的 步骤 是 应 用 3.1 节 

式 (24) 计 算 dz 5 dy: 
dz  d(C,K'A'L" 


x r 
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LedK 498A QUEE (dK)! (aa 
=k tlg tn 2 | K) 2 | | 
— MESE) 4 gg AKA p gy AK AL 4. gy dA dl 
oS) + +O a + ne + Oe 
= (Ox + y + p)dt + " (用 式 (23)) 
其 中 
= — 1 gg a2 1 “2 I 2 
t ny 2 (08 O4 十 EE Ox 十 7 oj), (24) 
dv = 6du, + dux + 9du;. 
类 似 地 ,可 算出 
y^dy = (ez — a! y + g)dt + dw, 
f = a'n — 5 [aos + (a — 2)0% + aot], (28) 
dw 一 a! (du, — duy 十 du,). 
这 就 得 到 关于 z,y MSDE 系统 : 
" = z[ (0x + £y + p)dt+ dv], (26 
dy = y[ (o! x — a! y + g)dt + dw]. 
车 dv = 0 = dw, 即 随机 扰动 消失 , 则 方程 组 (26) 退 化 为 ODE KH: 
[ = «(Ox + y + ny), (26)! 


yoda ylz — y + n). 
方程 组 (26)' 正 是 确定 性 R&D 模型 的 微分 方程 组 ,这 种 模型 在 稍 不 同 的 形式 下 
先后 由 P. M. Romer (1990),Grossman 与 Helpman (1991) , Aghion 与 Howitt 
(1992) 等 提出 与 研究 . 
B. 稳定 性 分 析 
首先 指出 ,关于 确定 性 系统 (26) 有 以 下 结果 ， 
G 车 9 十 $ 过 0 二 n, 则 系统 (26)" 有 了 唯一 正 均 衡 点 (zx* ,y*), 其 中 


pou 2009 » _ n(@— 7 
= 7816€ > OFE”? 


G* ,y* ) 在 第 一 象限 内 是 全 局 渐 近 稳定 的 . 

Gi) 3p 0 -F 622 0 80 4 € — 0 «n, 则 系统 (26) 无 正 均衡 点 ,系统 在 第 一 
象限 内 的 轨道 最 终 均 进 入 介 于 直线 

0rt 十 Ey 十 n7 二 0 与 7 一 y 十 n= 二 0 

之 间 的 区 域 , 然 后 趋向 无 穷 . 

Gii) dp 03-6 — 0 — n, 则 系统 (26)' 在 第 一 象限 内 的 所 有 轨道 均 收敛 于 直线 
y=r FER. 

以 上 结论 的 严格 证 明 并 不 简单 ,但 仍 属 于 标准 的 ODE 问题 ,此 处 不 拟 细 述 . 
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我 们 的 主要 兴趣 是 SDE(26) 的 零 解 的 稳定 性 ,这 需要 运用 类 伏 于 4. 1. 2B 的 方 
x. 


如 同 在 4. 1. 2B rh — E ,首先 将 系统 (26) 改 写 为 
A 


这 就 可 将 3. 2 节 中 的 条 件 (38) 与 条 件 (39) 分 别 写成 (对 照 式 (15)、 式 (16)) 


sup A(tsy) < inf B(x,y), (27) 
inf A(z,y) > sup B(x,y), (28) 
zx.y0 r.y0 


其 中 
Alz,y) = (Ox? + Ery + a! xy! — a! y? + Az? + uy! / Gc? + y’), 
Blz, y) = (oix! 十 owr y! + o2y* 9 (2? + y*)7?, 
A= pco2,pn-qd 52. 
a, = Po, + Fok + Poi, OB X (24)) 
o2, = a'*(o*, + o& + o2), (用 式 (25)) 
om = a (8 05 — € ok -- 901). (用 式 (24)、 式 (25)) 
注意 到 BG,y) 5 BRA) ( 依 式 (17b)) 有 同样 的 结构 ,套用 4.1. 2B 中 的 结 
果 得 出 : 
sup BG y) = maxío$,0559] > 


inf B(r,y) = minío?2,02,9); 
了 ?0 


2 — 
& — €t). Pt) = BAI), t = I € (0,00); 


M to € (0,00) 时 取 A = o, 其 次 ,对 t,x > 0 有 


(0 + €t "t — a) | A+ pt? 
AGtz) 一 工 E at 十 Ss A rg) + htt). 








容易 看 出 
sup h(t) =AV EK, inf AG) 一 4 人 人 

但 g(t) 的 情况 较 复 杂 ,很 难 作 一 个 完全 的 讨论 ,下 面 考虑 若干 特殊 情况 . 

G) 设 参数 a,9,6 BOXE FECI IR UE ce) « 0CV £2 OAV 2 0, tj 

sup A(z,y) = sup[zgG) + h@)] = sup hG) =à V p. 
于 是 条 件 (27) 相 当 于 
AV a< min(ol,02,9). (29) 

当 条 件 (29) 满 足 时 ,系统 (26) 起 于 第 一 象限 内 的 解 要 么 a. s. 指数 衰减 于 零 ,要么 
DL IE BEER HH — 2 E... 至 于 条 件 (29) 以 及 g() SOV £ > 0) 的 具体 化 , 则 仍 
然 是 一 个 很 复杂 的 问题 ,需要 非常 细致 的 讨论 . 
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Gi) HO+E>0, Wed) = O+ 5/22 0, FRA tote, HBOS < 
]«t«oo,TEIXIB] [5.65] ke@) 20. 令 


D = {(z,y): Xx,y> 0,4 X y/rx t, (30) 
则 
inf A(x,y) =in{f{(A(z,tr): x > 0,6 «tex ts) 
aED 
> inf A(t) SAA p. 
n 

于 是 从 条 件 

à A y> max(o?,02,9,) (31) 
可 推出 

inf A(z,y) > sup BCzyy)， 
(zy ED (x WED 

这 就 得 到 ; 


命题 设 9 十 二 0 且 条 件 (31) 满 足 ，(zQ),y()) 是 系统 (26) 的 解 ， 
(xz(0),y(0)) € D,D 依 式 (30), 则 以 下 两 结论 必 有 一 个 成 立 : 

(a) 34 t — oo MH x(t) 与 y(t) 几乎 必然 呈 指 数 增长 . 

(b) (xe), y(t) 的 轨道 以 正 概率 逸 出 扇形 区 域 D. 

以 上 结论 与 系统 (26)' 在 9 十 £ 0 时 的 情况 是 接近 的 ,只 是 现在 附加 了 条 
EGD. 令 人 遗憾 的 是 ,在 一 般 情况 下 ,我 们 很 难看 出 条 件 (31) 如 何 能 被 满足 . 

Gi) 考虑 如 下 特殊 情况 : 设 

O+E>0, 0<7<oa, a«1/2,n0; 


oj > 0, oh = ok = 0, 


则 
pany Bo, = nel — ot, (用 式 (24)、 式 (25)) 
ci = Toi, of = aoi, ow = aoi; 
1 1 
a= ngt IL Da, pond + OR D 
2 of ; 
a 


因 在 给 定 条 件 下 有 A 人 p Aot V oF = ob, MRED AMY A> ol, BU 
2n7 > (22'* 一 272 十 Mo}. 
由 此 可 见 , 在 给 定 的 参数 条 件 下 , 当 吐 适当 小 时 ,前 述 命 题 的 结论 成 立 . 反 之 , 若 
嘛 很 大 , 则 可 能 使 对 确定 性 系统 (26)' 成 立 的 结论 变 得 不 再 成 立 . 这 就 在 另 一 一 种 
形式 下 显示 出 劳动 力 扰动 的 突出 影响 . 
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41.4 边 干 边 学 模型 


在 确定 性 形式 下 ,以 下 所 描述 的 模型 最 早 由 Arrow 于 1962 年 提出 . 

A. 模型 描述 

现在 对 R&D 模型 作 如 下 修正 :技术 开发 不 是 在 独立 的 R&D 部 门 中 进行 ,而 
是 作为 生产 部 门 的 副产品 出 现 . 这 意味 着 ,每 个 生产 单元 对 技术 进步 都 作出 了 贡 
献 , 且 贡献 量 取决 于 其 产 出 水 平 . 因 此 ,不 妨 将 技术 水 平 4 表 为 资本 存量 天 HK 
数 ; A= ACK). 无 疑 , ACO 本 质 上 是 高 度 复杂 的 ;但 作为 一 个 初步 近似 ,我 们 
选择 便于 分 析 的 简单 函数 : A= BK',B 与 6 是正 常数 . 产 出 了 依然 依 式 (21). 将 
A = BK 代入 式 (21) 得 

Y = BK+L*, B, = CyB’ >0. (32) 

y= gx 仍 表 资本 的 期 望 增长 率 . 对 于 天 与 二 的 增长 ,保持 式 (23)? 中 的 后 两 个 方 
#2 ,但 现在 不 假定 dux 与 du, 互 不 相关 . 利用 y = sY/K, 式 (32) 与 (23) , 依 类 似 
4.1. 3A 中 的 计算 得 出 


dy = a! y[C— & y + p)dt + dv], (33) 
其 中 
pant ee ED 一 PEZ — af oxi, 


dv = — &dux + duz, 
oi = Ẹ' tok — 26 on, + oj. 
式 (33) 就 是 我 们 所 需要 的 SDE. 若 dz = 0, 则 式 (33) 退 化 为 确定 性 边 干 边 学 模 
型 的 微分 方程 : 
y= ay(— € y +n). (33)' 
B. 稳定 性 分 析 
因 式 (33) 是 一 个 一 维系 统 ,对 之 容易 作出 较 全 面 的 分 析 . 首先 考虑 方程 
(33). 45 0 6 « 1,n — 0, V] 7578 (330 UE PIE IE JE AR y" — n/8 , Hy 在 区 
Ej (0,02) 内 是 全 局 浙 近 稳定 的 . 3960 1, 3 € — 1,n 7 0, 则 方程 (33)' 的 任何 
有 正 起 点 的 解 均 无 界 增长 . 若 = 1,n = 0, 则 方程 (33) 退化 为 了 = 0,y = 


const. 以 上 结果 在 确定 性 增长 理论 中 是 熟知 的 . 对 于 SDE(33) ,情况 要 稍 复杂 
些 


SDE(33) 显 然 有 零 解 , 今 讨论 其 零 解 的 稳定 性 . RD = (0,00), 将 3.2 Ft 
(40) 与 式 (41) 用 于 方程 (33) 分 别 得 到 

sup[2(p — € y) + a! o] < 2a' o} 
与 

inf[2(p — & y) + a'o] > 2a' ct. 
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经 整理 后 ,以 上 条 件 可 分 别 简化 为 


inf & y >q (34) 
yoo 
5 
sup Fy<q, (35) 
其 中 
q=p- et 一 ?十 lc — oi). 
下 面 分 几 种 情况 讨论 . 
G) HEO «6 1, Ml >0, 条 件 (35) 必 不 满足 ,而 条 件 (34) 相 当 于 9 «0, 
即 


ot > 2n + Fok, (36) 

DBS AI A OSE <1 of HF n 5 ok i8 PACK RASFLHRAMA), 
则 ox 几乎 必然 从 任何 正 起 点 指数 衰减 至 零 , 即 经 济 迅 速 趋 于 零增长 状态 . 值得 
注意 的 是 , 当 0 二 之 1,n0 时 ,方程 (33)' 的 零 解 并 非 稳 定 ; 而 适当 的 干扰 可 使 
零 解 变 成 稳定 . 

Gi) HE=1, 则 条 件 (34) 与 条 件 (35) 分 别 简化 为 v<<0 与 9 二 0. HH E= 
1 Rf g = n — 04/2, hkg «0 5 q 7» 0 DRY F of > 2n 5 oi < 2n. 这 就 得 出 
BRIG GE = 1,03 > 2n Gl oí « 2n ), 则 方程 (33) 的 任何 有 正 起 点 的 解 均 几乎 必 
然 指 数 衰减 至 零 (或 呈 指 数 增 长 ). 

实际 上 , 当 = 1 时 方程 (33) 简 化 为 


dy 一 ye 一 PLA 





dz 十 «du, |, 
因而 可 直接 求解 ; 


y(t) = y(odexp| æ n— lai 








t+ eu) |. 


从 上 述 解 表达 式 显然 直接 得 出 前 述 的 稳定 性 结论 . 

Gi) Wb 6 1, WE <0, 条 件 (34) 必 不 满足 ,而 条 件 (35) 相 当 于 g > 0, BB 

. 2n > of — É'oi. (37) 

ORS HIG A E> 1,n > 0,01 5 ok X TF n KAD L 5; K 的 扰动 充分 
小 为 则 方程 (33) 的 任何 有 正 起 点 的 解 均 几乎 必然 呈 指 数 增长 . RERUM 24 62 1, 
n> 0,0, = ok =O, EA EROAK” BU. 这 一 结论 正好 与 对 确定 性 边 干 边 
学 模型 的 分 析 一 致 . 

C. 平稳 分 布 

现在 仿照 4.1.1D 中 的 作法 , 求 出 由 系统 (33) 决 定 的 变量 y Cy > 0) 的 平稳 
分 布 . 仍 用 3. 2 节 中 的 式 (50)、 式 (51), 与 那里 的 f,g 相当 的 是 y 一 Fy), 
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o y. 首先 算出 : 
Wx) = f Psy 一 Jan — E'x +), 
以 Cy) 记 所 求 的 平稳 分 布 , 则 
x Th, Sermo (用 3. 2 节 式 (51)) 
- °° 2 2€ 
一 yze | Lexp| fena — "PS — D Jaz 
= yeto (aed (8 一 2 ; 9 = 2 —1 
—p^"DQ»y" e^, 
故 得 
my) = [B*/I(o)]y "e" "^ (y> 0). (38) 
为 使 my) 有 意义 ,必需 Bo 0, 这 相当 于 
0O«ceé«1, 2n + & ok > oi, (39) 


其 中 后 一 不 等 式 恰 与 式 (36) 相 反 . Bok = of = 0, 则 以 上 条 件 正 是 确定 性 系统 
(33)' 存在 唯一 正 均 衡 点 的 条 件 . 

下 面 设 条 件 (39) 满 足 , x(y) 依 式 (38) , 今 考 察 均 衡 值 y= n/£ 与 平稳 值 了 
的 关系 . 首先 算出 7: 


a — — ? — “ B" wa— By, 
y =Ey = f yn(y)dy = f Pm dy 


[w+ - 2p—2ao 











Br Cw) B 2€ 
.Zn-k ek — oj ^ , , Fok — oi 
B 28 => 25 


于 是 有 以 下 结论 . 

(i) XP oC > of (RIA ok > 0 = o), Wi y — y"; 这 意味 着 ,资本 积累 出 
现 较 大 的 冲击 会 使 资本 存 基 的 平稳 增长 率 从 确定 性 条 件 下 的 均衡 增长 率 上 移 ， 

Gi) Fok < oi CRIE ok = 0 <0 << an) y — y; 这 意味 着 ,劳动 
力 供 应 出 现 较 大 的 冲击 会 使 资本 的 平稳 增长 率 从 均衡 增长 率 下 移 . 

Gi) FH Eok = oí OFI ok = 0 = oi , 即 扰动 消失 ), 则 资本 的 平稳 增长 率 
重合 于 确定 性 模型 的 均衡 增长 率 ， 

以 上 结论 与 4.1. 1D 中 的 结果 是 类 似 的 . 
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4.2 消费 优化 与 财政 政策 


MAZE 2. 3 节 中 已 提 到 的 ,消费 优化 决策 在 宏观 经 济 分 析 中 具有 基本 意义 . 
在 连续 时 间 形 式 下 ,消费 优化 模型 有 如 下 主要 特点 . 

(i) 决策 目标 :决策 者 (代表 性 消费 者 或 社会 计划 者 ) 选 择 长 期 消费 计划 ,以 
最 大 化 其 折 现 总 效用 ;消费 者 效用 主要 取决 于 消费 c, 亦 可 能 依赖 于 休闲 (1 一 
/)、 财 富 拥有 水 平 w), 福利 性 公共 开支 等 . 

Gi) 预算 约束 :消费 资源 必须 服从 个 体 或 政府 的 预算 约束 ;动态 约束 表 为 某 
个 (组 ) 微 分 方程 ,而 跨 时 约束 通常 相当 于 某 个 模 截 性 条 件 . 

Gi) 解 的 形式 :原则 上 ,模型 应 确定 最 优 消费 计划 及 相关 变量 的 最 优 轨道 ; 
至 少 , 应 求 出 关键 变量 的 均衡 水 平 或 均衡 增长 率 . 

就 以 上 特征 而 言 ,确定 性 的 与 随机 的 消费 优化 决策 模型 并 无 区 别 . 随机 模型 
的 特殊 性 在 于 ,从 最 优 性 条 件 导出 的 SDE 系统 通常 不 存在 非 平凡 的 均衡 点 ,更 
谈 不 上 确定 性 模型 通常 所 具有 的 鞍 轨 稳定 性 . 对 于 随机 模型 ,关注 的 重点 是 消费 
或 资本 (也 就 是 经 济 ) 的 均衡 增长 率 少 与 最 优 折 现 效用 V, 及 这 些 指标 对 于 模型 
参数 的 依赖 关系 . 要 使 这 方面 的 分 析 得 以 展开 , 某 些 特殊 设 定 是 不 可 缺少 的 . 

本 节 及 以 后 , o> 0 都 表示 时 间 偏 好 率 ; UC) 记 效 用 函数 ,总 假定 它 满足 
U' (0 > 0,U"(C*) «0, FE c b y. .分别 表示 消费 .资本 存量 . 产 出 (或 收入 ) 与 
政府 倘 券 余额 ,它们 均 为 个 体 变量 ,相应 的 总 体 变 量 则 记 为 C.K、Y、B. 本 节 不 
涉及 价格 因素 ,因此 上 述 变 量 均 是 实际 变量 . 


4.2.1 Ramsey 模型 


Ramsey 模型 无 疑 是 消费 最 优 决策 理论 中 的 一 个 基准 模型 ,因而 自然 成 为 
本 节 首 先 讨论 的 对 象 . Ramsey 模型 有 多 种 互 有 差异 的 形式 . 为 展示 其 主要 特 
点 ,下 面 给 出 它 的 一 个 最 基本 的 形式 ,此 形式 与 2. 3 节 中 讨论 的 离散 消费 模型 在 
一 定 程度 上 相互 对 应 . 

A. 模型 描述 

如 同 在 2. 3. 1A 中 一 样 , 代 表 性 消费 者 的 决策 目标 是 ,在 其 预算 约束 下 选取 
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消费 计划 < 一 “5 ， 以 最 大 化 其 期 望 折 现 总 效用 . 形式 上 ,这 归结 为 解 如 下 随机 
最 优化 问题 


| maxEo| e*U (et) de, . (1a) 
c 0 


s.t. dk = (rk + w — c)dt + gdu, Ek(0)2k. (1b) 
问题 (1) 分 别 以 c 与 上 为 其 控制 变量 与 状态 变量 ,状态 方程 (1b) 就 是 消费 者 的 动 
态 预 算 约 东 条 件 . 

问题 1) 的 目标 函数 意义 是 清楚 的 ,下 面 解释 一 下 预算 约束 方程 (1b). 方程 
(1b) 中 表示 消费 者 的 资产 (或 财富 ) 存 量 , 它 构成 消费 的 资源 . 在 不 存在 扰动 的 
情况 下 ,资产 积累 过 程 服从 如 下 动态 平衡 方程 : 
资产 增加 量 (&) = 收入 (7) 一 消费 (c)， 
上 式 两 端 都 在 单位 时 间 内 计量 ,其 中 
KAO) = 资产 收入 (xk) 十 劳动 收入 (w)， 
r 是 利率 . 这 就 得 到 确定 性 的 资产 积累 方程 : 
k=rkiw-—ce. aby 
与 方程 (1b) 比较 ,方程 (lb) 右 端 多 了 一 个 扰动 项 qdu, 此 处 du 是 一 给 定 的 
Brown 运动 , p 则 可 能 与 1,x* 有关 . gdu 刻画 了 收入 的 波动 ,至 于 它 是 源 于 利率 的 
波动 ,还 是 工资 的 波动 , 则 是 对 模型 的 具体 解释 问题 ,并 不 影响 下 面 的 分 析 . 7 与 
w 可 能 是 时 变 的 ,它们 取决 于 市 场 环境 ,是 消费 者 无 法 选择 的 . 


约定 RO) = rods (此 处 及 今后 均 用 此 记号 , 当 为 常数 时 RO) = r). 
将 (lb) 看 作 关 于 的 线性 SDE ,应 用 3. 2 节 式 (22), 解 出 
klCs) = k(t)eF?- 79 十 fe RO-RO (Tw(r) — c(r)dt + gr)du(r)]}) GÈt). 
EXPERS [8] SE DL e70, 然后 取 期 望 E, 08 3.1 PROB 
E[G)e-*9] = &()e-7? + E, f em[uw(n — eCe) Jdr. 


由 此 推出 ,以 下 两 条 件 互相 等 价 ( 参 考 3. 2. 10: 
lim E [k(s)e 7e] = 0, (2), 


k(t) 一 ae RO-RO e(s) — ws) lds. - (3); 


条 件 (3), 正好 对 应 于 2. 3 节 式 (6), 它 用 预期 的 未 来 净 支 出 (= 消费 一 劳动 收入 ) 
表 出 当前 资产 ,可 以 说 是 关于 EO 的 一 个 前 向 公式 . 式 (3), 亦 可 改写 成 : 


k(t) + E, e^o-*^wcyds = E f et e(s)ds, 
这 表明 , 当前 资产 加 上 预期 的 未 来 折 现 总 收入 , 恰 抵偿 预期 的 未 来 折 现 总 消费 支 
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出 . 因此 , 称 条 件 (3), 为 消费 者 的 跨 时 预算 约束 . 另 一 方面 ,条 件 (2) 直观 上 意 
味 着 ,预期 的 未 来 资产 折 现 值 将 趋 于 零 ,这 与 条 件 (3), 等 价 是 很 自然 的 . 下 面 我 
们 假定 ,满足 跨 时 预算 约束 是 问题 (1) 所 要 求 的 . 

B、 最 优 性 条 件 

因 7 与 ww 可 能 是 时 变 的 ,问题 4) 不 一 定 是 自治 的 . 以 VG,k) 记 问 题 (1) 的 
值 函数 ,直接 用 3. 3 节 式 (6) ,得 出 问题 (1) 的 最 优 性 条 件 如 下 : 


pV =U +V, + Gk + w — OV, + pV, (4a) 
0—U' —V,, (4b) 
PV, = Va ^ rV, + Gk w c H EDV H Vm o) 
由 式 (4b) 得 U' =V, FÈ 
dU' —dV, = Vadt + Vudk + lv do (用 1t6 公式 ) 


=| vs 十 (rk 十 w 一 OVE + FP Vu dt 十 W ndu (用 式 (1b)) 





=| (p — r)V, 一 99,0V ajdt 十 W udu. (用 式 (4c)) 
上 式 两 端 同 除 以 Vi 得 
T = (p= dt 7 tàn — du), (5) 


式 (65) 可 称 之 为 问题 (1) 的 Euler FE. 车 a= 0, 则 从 式 (5) 得 


E[qU Jd] =- o 一 - (6) 


车 进而 设 随机 扰动 消失 , 则 
1 dU" UNG 
U d Uu ^^" 
其 中 6 一 一 U"(c)/U' C) 是 效用 函数 UC:) 的 相对 风险 厌恶 系数 (o 不 必 是 常 
数 ,除非 UCO 是 CRRA 效用 函数 ), g. = c/c 是 消费 增长 率 .于 是 式 (6) 简 化 为 
ge = (r — po, (6)' 
这 正 是 确定 性 Ramsey 模型 的 Euler 方程 ,在 文献 中 以 Keynes-Ramsey 条 件 著 
称 . 因此 不 妨 说 , 式 (6) 是 随机 形式 下 的 Keynes-Ramsey 条 件 . 
方程 (5) 与 (1b) 一 起 构成 问题 (1) 的 宏观 均衡 条 件 . Vi 通常 理解 为 < 的 影子 
价格 .车 Vi = 0( OV 是 上 的 线性 函数 ), 则 方程 (5) 简 化 成 
dU’ = U'(p — r)dt. 
车 (cQ) ,k(t)) 是 问题 (1) 的 最 优 解 , 则 由 3. 3 节 式 (2) 有 


VG@,k@)) = E, ee?U Ces) dds, (7). 





156 宏观 经 济 的 随机 模型 





此 外 ,要求 以 下 横 截 性 条 件 满足 ( 依 3.3 节 式 (7),) : 
lim E[e ^VG,RG)]-—0 Gao. (8), 
车 +,w 与 无关, 则 问题 届 ) 是 自治 的 ,此 时 VC) ABE, 与 GO, 可 分 别 代 
之 以 (7)6 与 (8)o. 
C. BRE 
为 利用 3. 3. 3 小 节 中 的 结果 ,下 面 假定 ,mw,9? 为 常数 ,> 0,0; — 1, 于 是 式 
(1) 是 一 个 具 线 性 约束 的 自治 问题 .下面 分 别 考虑 两 种 特殊 情况 . 
O 二 次 效用 函数 情形 . 设 UC:) 依 2.3 节 式 (7), 则 可 套用 3. 3. 3A 的 结果 . 
将 问题 (1) 与 3. 3 节 中 问题 (16) 对 照 ,3. 3 节 式 (16) 中 的 x,y,a,b,c,g 分 别 对 应 
于 现在 的 c,&,1l,r,w,9 假定 2r > p (相当 于 3. 3. 3A 中 的 条 件 20 — o ), 则 问题 
(1) 有 二 次 值 函 数 了 (RE) 一 ao + ak + ak, 其 中 ( 依 3. 3 节 式 (18) 与 式 (18)') 
人 == m(p — 2r), a, = gm(p — 2r), g = (mw — 1)/mr, 


(9) 
p às = a'1/2m + aww 十 a. 
然后 利用 3. 3 节 式 (20)' 得 出 问题 (1) 的 最 优 解 为 
= (Pert ‘ (e—r)G— s) a 
po (g + ko)e g+ eje du(s); ao) 
c(t) = m^! + Qr — p)[k@) +g]. 


下 面 考 虑 两 个 基本 问题 :模型 参数 如 何 影 响 平均 增长 率 少 与 最 优 折 现 效用 
V , 这 些 问 题 对 于 本 章 考 虑 的 其 他 模型 也 将 是 主要 研究 对 象 . 
首先 考虑 平均 增长 率 少 DE c= m^! 4+ (2r 一 P)(& 十 g) 代入 方程 (1b), 得 








出 
le[dé]l. w— c 
?-XE[a]-7* 73 
mw —1 u g 
=r + MET + 一 2p|1 十 有 
—(p— r) + g/k). (用 g = (mr — 1)/mr) 


直接 看 出 3g/3w = 1/r; 而 由 式 (10) 有 
t ak = + feo — 1] 


ak — i (p—r)—3) 
Jp fe dus). 


于 是 


9 —r)t 
2 = "Tk — ge^" + g] 





=e [hee + of e -?*-^du6) |, (用 式 (10)) 
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故 得 
ad _ kp 一 7 e-ne 
Es ]- Án 
其 次 ,显然 有 E[ay/3 朵 一 0. HEIR, FHER IER SCA PUER IESE CHO 
与 9 5360 ,而 与 收入 w 正 相关 ( 若 p > r ORMA o <r). 
其 次 考虑 了 = VOD. BV =a + ak + aki A 





IV 34 | 1,924 | pe 20 
aw Jw am th a 
al(_ 2am, wa Jay 
=I- SS y wla +a) ek (用 式 (9)) 
a Jar 
-5 +| mp tp +4] 5 
=O Ll rh. 
IV 2a, 20,9 


Ip 99 p 
PV /2w* = m(p — 2r) /r! < 0, RV E w = m^! — rk BS SHREK. UE o> 
0, B a, « 0, BK 2V/2o « 0, BV 与 9 负 相 关 . 
18 18 HE BRE. Ow m^! — rkp <r BE EWKA w FA CER 
于 V ) 有 正面 影响 ,而 对 于 增长 有 负面 影响 . 
Gi) CARA 效用 函数 情形 . 设 U(.) 依 3.3 节 式 (27), 02 = 1. 由 3.3.3B, 问 
i) AA RV CA) = 一 fe-*, 其 参数 满足 ( 依 3. 3 节 式 (30)) 


Ling = =! wt 9f, 7 = ar. (11) 
然后 用 3. 3 节 式 (31) 得 出 显 式 解 : 
k(t) = k, 十 2 + rË t+ putt), 


ar 





(12) 
ct) = rk) tw E — TÉ. 
注意 与 二 次 效用 函数 情况 不 同 ( 参 看 式 (10)) ,此 处 消费 与 9 负 相 关 , 即 收入 风险 
有 损 于 消费 . 
现在 考虑 最 优 值 TV = Vk) MER w pr 的 依赖 关系 . 容易 看 出 了 5j iw IE 
相关 ,与 9 负 相关 . V 对 > 的 依赖 性 稍 复杂 . 算出 


aV 936 an .— 3 
eg, T ap t Sh, = 96h — Eg ni 
= E (ee, 2 
=əf ko + > — Fs + 4) 
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-élle een 


不 妨 设 a A ok, 一 o^ /2 < 0 (这 意味 着 扰动 适当 大 ), 则 二 次 方程 or: +r—p= 
0 有 两 个 正 根 0 <r, «rs 


Tia ic 1+ v1 + 4ap). 


容易 看 出 了 (ko) 分 别 在 r =n 5r = 二 7; 时 取得 最 小 值 与 最 大 值 . 这 就 表明 ,对 于 
消费 者 期 望 总 效用 来 说 , r = r 是 最 优 的 ,而 + — n 是 最 差 的 . 

D. > 一 2 的 情形 

在 任何 形式 的 消费 决策 模型 中 , r = 2 是 一 个 值得 注意 的 特殊 情况 . 直观 
上 ,~ 一 2 意味 着 主观 折 现 率 与 市 场 折 现 率 一 致 ,这 种 假定 当然 不 无 道理 . 对 于 
确定 性 的 Ramsey 模型 ,方程 (6》 表 明 ,在 均衡 (g. 二 0) BE BAr — o. 在 2.3 节 
中 ,我们 着 重 讨论 了 BR — 1 这 一 特殊 情况 ,而 这 恰好 相当 于 ”~ = o. 从 经 济 现实 
来 看 , > = p 也 许 是 一 个 有 点 粗略 的 假定 . 但 假定 7 = o 将 导向 数学 上 的 明显 简 
化 , 则 是 确定 无 疑 的 ,至 少 2. 3 节 中 对 离散 模型 的 分 析 已 充分 证 明了 这 一 点 . 

下 面 设 > =e. 于 是 Euler 方程 (5) 简 化 为 

dU' — — pV udt + W ndu. 

现在 进一步 假定 9 = 二 0, BU 9 不 显 含 上 (这 当然 有 点 背离 现实 ), 则 从 Euler 方程 
积 出 








U'(c() = U' (c(t) 十 | Wudun (st>0), 


Mii ELU 622] =U CEDG St), RRA U' GOD) B-TR. 车 进而 假定 
UC) 是 二 次 效用 函数 , 则 c(t) TR. 

c(t) 是 一 个 鞠 是 值得 高 度 注意 的 事实 , 它 导致 一 系列 重要 结论 ,其 中 之 一 是 
方程 (3), 可 明显 简化 . Yr = Pp 时 有 RG) = pt, 于 是 方程 (3), 相当 于 


k(t) = [Per ELe6s) — w(s) |ds 
=Ze(t) 一 Emod + s)ds, 


即 c(t) = pk) 十 e| e" "Eam 4 ds (GIO). (13) 


读者 会 立即 看 出 , 式 (13) 正 是 2. 3 节 式 (9) 的 一 个 连续 时 间 推 广 , 它 表 明 最 优 消 
费 c(t) 取决 于 当前 资产 AO 与 对 未 来 劳动 收入 的 期 望 . 如 同 在 2. 3. 1C 中 一 样 ， 
不 妨 将 式 (13) 之 右 端 看 作 某 种 持久 性 收入 . 

E. 社会 计划 者 决策 

在 问题 (1) 中 ,个体 决 策 者 是 将 ~,w 当 作 与 上 无 关 的 给 定 变量 (或 参数 ) 看 待 
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的 . 而 从 社会 的 角度 看 来 , 7,w 当然 与 经 济 的 增长 过 程 有 关 , 因 而 最 终 是 的 消 
数 . 如 所 熟知 ,在 一 个 完全 竞争 的 市 场 中 ,厂商 的 利润 最 大 化 选择 导致 
r= f(k) —, w= f(k)— kfk), (14) 
其 中 fC) 是 新 古典 生产 函数 (参看 4. 1. 1A), 6 是 资本 折 提 率 . 由 式 (14) 得 出 
rk + w= fk) — ok; 
这 就 可 将 预算 约束 方程 (1b) 改 写成 : 
dk = [f(k) — ôk — c]dt + gdu. aby 
在 社会 计划 者 看 来 ,资本 & 的 增长 方程 正 是 问题 (lb) ,而 不 是 问题 (1b). 因而 ， 
社会 计划 者 的 消费 决策 问题 就 是 问题 (la) aby. 
现在 将 3. 3 节 式 (6) 用 于 问题 (la) Cb) ,得 出 如 下 最 优 性 条 件 ; 


PV =U +V, +O) — ôk — e, + Lásva. 


0 =U — Vis (15) 
oV, = Va + LP (E) 一 ol, + L/C) — kb — c + 0:99, Vu 
十 FV m. 


但 车 以 式 (14) 代 入 式 (15) ,读者 会 发 现 , 式 (15) 与 个 体 决策 问题 (1) 的 最 优 性 条 
ECA) FESR EEK Hl 

这 就 得 出 如 下 重要 结论 :在 7 与 w 依 式 (14) 表 出 的 情况 下 ,代表 性 消费 者 决 
策 与 社会 计划 者 的 消费 决策 并 无 区 别 . 由 此 可 见 , 只 要 市 场 是 完全 竞争 的 ,分 散 
化 的 个 体 消费 决策 亦 能 达到 社会 最 优 . 这 就 在 一 个 动态 模型 中 达到 了 与 一 般 均 
衡 理 论 一 致 的 结论 . 

更 一 般 地 ,只 要 模型 所 描述 的 市 场 是 完全 的 , 即 不 存在 任何 外 部 性 , 则 分 散 
化 的 个 体 决 策 必定 与 集中 化 的 社会 计划 者 决策 一 致 ,而 不 论 其 决策 目标 是 消费 
或 其 他 经 济 指标 . 今后 我 们 将 不 只 一 次 地 用 到 这 一 结论 . 


4.2.2 考虑 生产 技术 的 消费 决策 


4.2.1E 说 明 ,消费 者 决策 问题 (1) 中 的 资本 积累 方程 (1b) 可 代 以 方程 
(lb)'. 不 过 ,方程 (lb)' 中 的 生产 函数 并 不 涉及 技术 因素 . 本 小 节 要 说 明 , 如 果 个 
体 至 少 部 分 地 利用 由 全 社会 开发 的 技术 来 获得 其 产 出 ,那么 个 体 决策 与 社会 计 
划 者 决策 将 得 出 不 同 的 结果 . 
A. ,模型 与 最 优 性 条 件 

现在 我 们 来 改造 方程 (1b)' ,使 之 能 体现 技术 的 作用 . 类 似 于 方程 (1b)', 设 

个 体 依 方程 | | 
dk = Cy — c)dt + ydų 
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积累 资本 ,其 中 y 是 个 体 的 收入 (与 方程 (lb 相 比 ,此 处 为 简单 起 见 已 设 ? = 
0). 关键 问题 在 于 如 何 表达 y. 为 理解 方便 ,不 妨 假定 个 体 正 好 经 营 一 家 公司 ， 
ERREKI y = AX BETA PO, Hh 0a 1, X 表示 个 体 所 能 利用 的 
技术 . 假定 技术 由 边 干 边 学 的 方式 开发 ,因而 取决 于 生产 中 投入 的 资本 . FHA 
Æ X = kK" e € [0,1] 是 一 个 刻画 外 部 性 的 指标 : 当 e 一 0 时 X 一 天 完全 取决 
于 社会 总 资本 天 ,技术 具有 完全 的 外 部 性 ; 当 e 一 1 时 区 一 &, 个 体 完 全 依靠 自 
身 开 发 技术 ,外 部 性 消失 . 


在 新 的 生产 函数 设 定 下 ,个 体 决 策 问题 在 形式 上 仍然 类 似 于 问题 (la) .问题 
by: 


| max Es| eU ca», (16a) 
c 0 


s.t. dk = (y — c)dt + ydu, k(0) =k, (16b) 
只 是 现在 
y = AKÁX* = AK (G'K*)" = 4RRKP ， 
其 中 B= 二 a 十 ae 二。 十 ea€ [al], 当 ee 一 0( 完 全 外 部 性 ) 时 8 = a, 当 e= 
1 (外 部 性 消失 ) 时 6 — 1. 因 方 程 (16b) 中 含有 不 同 于 &A 的 变量 天 ,天 是 时 变 的 且 
非 个 体 所 能 决定 , 故 问题 (16) 不 是 自治 的 ; 它 显 然 也 不 是 线性 约束 的 . 
由 yy = ARK? 直接 得 出 


ay/9k = By/k. 
再 结合 3. 3 节 式 (6), 可 写 出 问题 (16) 的 最 优 性 条 件 如 下 : 
pV =U +V, + G eW, + Foy Va, (172) 
0—-U' —V,, (17b) 
V, — V4 + Py, tly—et Boy Vat layva. 76 


B. 宏观 均衡 

从 现在 开始 直至 本 节 结 束 AME UC) 是 具有 参数 o>> 1 的 CRRA 效用 函 
数 ( 依 3. 3 节 式 (32)). 不过; 因 问题 (16) 并 非 线 性 约束 的 自治 问题 ,并 不 能 直接 
应 用 3. 3. 2B 中 的 方法 求 出 问题 (16) 的 显 式 解 ,更 不 能 套用 3. 3. 3C 中 的 结果 . 此 
处 正 是 应 用 3. 3. 4 小 节 中 所 述 思想 的 地 方 : 取 代 直 接 解 问题 (16), 考 虑 求 它 的 某 





(D 亦 可 用 一 般 的 新 古典 生产 画 数 y = FRX), 但 这 对 于 下 面 的 分 析 并 无 本 质 影响 ,只 是 徒然 增加 
公式 的 复杂 性 . 设 “ 个 体 正好 经 营 一 家 公司 ”这 种 解释 ,只 是 一 种 方便 的 简化 ,当然 并 不 现实 . 更 合理 的 解 
释 是 :个 体 将 其 全 部 资产 投资 于 产业 (分 散 化 的 厂商 ) 并 取得 股权 ,然后 依 股权 分 得 收入 y. 因 生产 是 分 
散 化 的 , 故 技术 X 具有 外 部 性 .上 述 两 种 解释 似乎 差异 甚大 ,但 实质 上 是 等 价 的 ,就 投资 回报 的 特性 而 言 ， 
平均 地 说 ,独自 经 营 的 个 体 与 拥有 股权 的 个 体 是 一 样 的 . 
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种 均衡 解 . 为 此 ,要 利用 某 种 宏观 均衡 条 件 . 下 面 用 到 的 宏观 均衡 条 件 极其 简单 
而 又 自然 ,致使 人 们 难以 置疑 ， 
O 个 体 无 差别 条 件 : k/K = const; 
Gi) 常数 比率 条 件 : x 会 c/k = const. 
为 记号 方便 起 见 ,下面 设 在 宏观 均衡 时 k/K 三 1, 这 意味 着 将 个 体 总 数 标准 化 为 
1. 这 一 假定 初 看 起 来 似乎 不 近 情 理 ,但 它 能 明显 简化 公式 ,并 且 无 任何 不 利 后 
果 , 因 而 在 宏观 经 济 的 数理 分 析 中 被 广泛 采用 . 本 书后 面 的 模型 亦 将 不 加 说 明 地 
采用 这 一 假定 . 这 一 假定 的 明显 好 处 是 :在 均衡 状态 下 ,个 体 变量 与 总 体 变量 一 
致 ! 
— BRE k = Kc = pk, RA y= Ak, 
dk = k(ddt + Adu), ( 依 式 (16b)) (18) 
其 中 y= 二 4 一 py 是 上 的 均衡 增长 率 .由 方程 (18) 解 出 
R(t) = koet, c(t) = uk(D, (19) 
其 中 4=y 一 A'o1/2. 式 (19) 表 示 了 问题 (16) 的 某 种 均衡 解 .不 过 ,其 中 所 含 常 
数 尚 待 确定 . 
为 求 出 均衡 值 x, 假定 在 均衡 时 问题 (16) 的 值 函 数 了 可 写成 V = aU (k),a 
> 0 取决 于 条 件 (17b). 


a=’. (20) 
由 直接 求 导 易 验证 (或 直接 用 3. 3 节 式 (42)): 
BV, =— 0V,, BV = OG, (5 一 5 十 1) (21) 


值得 注意 的 是 ,类 似 于 式 (21) 的 式 子 在 本 书 中 将 多 次 用 到 . 以 Vs = 0, y/k =A 
及 式 (21) 代 人 条 件 (17c), 经 整理 后 得 
u—A4£ m u a= 28) 


然后 用 少 = 4 一 4 得 均衡 增长 率 


(22) 


— 2g lg — 
| pc AB eL EAT MD (23) 
自然 要 求 p> 0, 这 相当 于 
2p + 2A(o — B) > As o(a — 28), (24) 


下 面 假定 这 一 条 件 已 被 满足 . 注意 , 当 0 适当 小 时 条 件 (24) 必 能 满足 . 
C. 参数 的 作用 
首先 指出 一 个 值得 注意 的 基本 事实 : 少 = 4 — 与 4 负 相 关 , 而 
V A Vk) = aU Cko) (FAK (20)) 
与 p EMKCER UG) <0!) 这 就 表明 ,车 “依赖 于 某 个 异 于 4 的 模型 参数 
s, W 9, V 5 s 的 相关 性 恰好 相反 ,这 意味 着 有 利于 经 济 增长 则 必然 有 损 于 福利 ， 
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反之 亦 然 . 这 一 事实 揭示 了 增长 目标 与 福利 目标 之 间 的 深刻 差别 ,这 种 差别 今后 
将 在 不 同 的 模型 中 反复 表现 出 来 ,因而 不 能 不 承认 它 具 有 某 种 普遍 性 . 这 一 点 对 
于 宏观 经 济 分 析 的 启示 是 :在 评价 宏观 经 济 状况 或 宏观 经 济 政策 效果 时 ,增长 率 
避 往 和 水 和 是 两 个 很 不 相同 的 评价 指标 "常常 导致 很 不 相同 的 结论 ， 使 得 对 于 两 
者 的 权衡 取舍 成 为 一 个 微妙 复杂 的 问题 . 


利用 式 (22) 直 接 求 出 : 
= 一 _ 
Je ^" 3B 3e (Asci — 2), (25) 
au A®(2B — 9) 
ad 7^ — 3 S0 O86 1) (26) 


这 表明 eS ol EY 0238 h RSS e fU S 这 就 得 出 结论 : 较 大 的 
产 出 波动 导致 较 高 的 增长 率 但 较 低 的 福利 ;车 产 出 波动 是 轻微 的 , 则 降低 技术 的 
外 部 性 (这 意味 着 提高 参数 。) 有 利于 经 济 增长 ,但 有 损 于 福利 . 直观 上 , 提高 s 
意味 着 个 体 减 少 对 于 可 无 偿 利 用 的 流行 技术 的 依赖 ,更 注重 通过 自身 的 投入 来 
开发 技术 ;这 样 做 的 后 果 是 提高 了 经 济 增长 率 ,同时 降低 了 福利 ,这 应 当 是 可 以 
理解 的 . 
由 w 与 se 负 相关 这 一 事实 可 推出 , 当 e= 1( 即 技术 的 外 部 性 消失 ) 时 达到 
最 大 ,而 V 达到 最 小 . 由 式 (22), 当 e 二 1 时 有 (注意 e 二 1 二 B=1)， 
pal 二 如 十 全 (27) 
另 一 方面 ,直接 以 天 一 &, Ail y= Ak 代 入 方程 (16b), 然 后 以 V = ah) c= 
uk Boa = p RAR 7a), ERB u Osh (27). 这 就 表明 ,由 式 (27) 表 出 的 
可 看 作 社 会 计划 者 决策 所 得 出 的 均衡 消费 资本 比 ,因为 从 社会 计划 者 看 来 ,资本 
积累 方程 (16b) 应 代 之 以 
dk = (Ak — c)dt + Akdu. (16b)' 
这 就 得 出 结论 : 若 技术 不 具有 外 部 性 ( 即 € = 1 ), 则 个 体 决策 与 社会 计划 者 决策 
一 致 ; 若 0 委 e< 1, 则 与 个 体 决 策 相 比 , 社 会 计划 者 决策 导致 较 高 的 增长 率 ,但 
得 出 较 低 的 社会 福利 . 这 一 结论 在 其 他 模型 中 也 常 有 出 现 ,今后 将 多 次 遇 到 ,是 
很 值得 注意 的 普遍 现象 . 
已 经 提 到 , py 与 4 一 yx 之 间 的 权衡 是 一 个 微妙 问题 .下面 提出 一 个 简化 的 解 
WoW uA 一 的 权重 分 别 为 7 与 7 —1— 00x 7« D. UE CIE BOR 
决 于 解 最 大 化 问题 





max [L7Ing + 7'lInCA — w], 
5 是 我 们 所 关注 的 模型 参数 以 上 问题 的 微分 条 件 是 ( 设 s 关 4 ): 


(2 7 |= 25 Aj—u 
+ 4 一 大 as pA 一 AD” 
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在 yj, 这 0,34/39s 关 0 的 情况 下 ,以 上 条 件 相 当 于 Am = y, Bl 
An=A+2 二 46 _ Am 28) 
由 此 解 出 6 与 02 的 最 优 值 为 
B = Apod or 一 4a5ce/2 
] — Aso? 
2» — 2(e + Ao? — AR) 
Ou SAG — 2B) 
当然 , 仅 当 0 过 8" <l i 之 0 时 ,所 求 得 的 最 优 值 才 是 有 意义 的 . 
D. 总 资本 约束 进入 模型 
将 个 体 资本 约束 方程 (16b) 加 总 ,得 到 社会 资本 天 的 约束 方程 
IK = (Y — Odt + Ydu, Y = AK. (16c) 
这 就 表明 ,在 问题 (16) 中 完全 看 作 外 生变 量 的 总 资本 K, 其 实 为 市 场 条 件 所 约 
束 ;理性 的 个 体 决 策 者 在 作出 决策 时 ,似乎 应 意识 到 K 所 受到 的 约束 (16c). 那 
么 ,如 果 将 问题 (16c) 补 人 问题 (16a) .问题 (16b), 个 体 决 策 问 题 的 解 将 有 何 变 
化 ? 这 无 疑 是 一 个 令 人 感 兴趣 的 问题 ,现在 就 来 作 一 讨论 . 
下 面 以 V =V@,k, K) 记 问 题 (16a) 一 问题 (16c) 的 值 函 数 . 因 


dy = Vide + Vidk + VxdK + lv, (dk)? 十 2V,kdkdK + V gx CdK)’], 


以 式 (16b) 与 式 (16c) 代 人 其 中 并 用 It6 微 分 的 乘法 表 (3. 1 节 式 (43)) 得 出 : 
LV =V, + O — OV, + Y — OV 
+ (67/2) (Y Vna + 29YVix + Y'V xx). 
当然 ,以 上 结果 亦 可 直接 套用 3. 1 节 中 的 公式 (46) 得 出 . 由 3. 3 节 式 (5), 问 题 
〈16a) 一 问题 (16c) 的 最 优 性 条 件 为 
0=U'—V,, (17a)! 
eV, = (LV), 








=Va + qui + — OV + QO — OVa 


+% 


QV x = CLVOx 





Y 
ee Via + Vin + aby Vix + 2yYV uk + Y'Vixx 





» (17b)' 





= Vix + PV, + O — Wix + AV + Y — OV x 





+ A [25 y V, + y'Vux 十 2 Ew 十 Ay} Vix 


+ 2yYV xx 十 2AYV kx 十 Y?V kxx | (17e)! 
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今 设 了 一 apt 天"， 参数 a,p,g 待定 . REEM k= Ky =Y = Ab noch 
= const. BülfK & 4E (172078. 
(uk) * 一 CERE+I 1， 
这 推出 
2 一 5 一 总 4 一 5 十 总 一 A 
由 V = akh’K' 直接 算出 : 
kV, = pV, EV, —— pp'V, Ey, = (2 — p)pp'V; 
KVx =V, K'Vkyk — — gqgV, K'Vkxx = (2 — q0qq'V ; 

kKVix = pgV, KKV ur 一 一 pp'qV, kRK*Vixx 一 一 pqq'V. 

将 以 上 结果 代入 式 (17b) 与 式 (17c) ,得 出 在 均衡 时 有 


gh + RCA 





p= A+ 人 一 


pa apes —4F2 44 
4 A EP o; 的 系数 相等 ,得 
= (28 —3)(p + q) = 0 (28 — 3), 

这 得 出 8= 1. 这 就 得 出 结论 :问题 (16a) 一 (16c) 不 能 有 形 如 ak? K* RR 
F B = 1, 即 外 部 性 消失 ,个 体 决 策 重 合 于 社会 计划 者 决策 . 由 此 可 见 ,将 总 资本 
约束 纳入 个 体 决策 问题 ,在 某 种 意义 上 意味 着 使 个 体 决 策 者 变 成 社会 计划 者 ! 

这 一 段 的 一 个 附带 启示 是 ,我 们 看 出 增加 一 个 状态 变量 会 使 随机 最 优 决 策 
问题 如 何 显著 地 复杂 化 . 因此 ,我 们 将 尽 可 能 避免 使 用 多 于 一 个 状态 变量 的 随机 
最 优 决策 模型 ,尽管 这 并 非 总 能 做 到 . 


4.2.3 福利 性 公共 开支 


在 现代 国家 中 ,政府 对 于 宏观 经 济 运 行 起 着 特殊 而 重要 的 作用 . 在 市 场 经 济 
条 件 下 ,政府 一 般 并 不 直接 参与 商业 经 营 ,主要 通过 其 政策 行为 来 实现 宏观 调 
控 . 政府 政策 按 其 功能 可 区 分 为 产业 政策 .财政 政策 与 货币 政策 等 ,其 中 财政 政 
策 无 疑 是 最 常用 的 政策 手段 . 所 谓 财政 政策 ,简单 地 说 ,就 是 政府 运用 适当 的 筹 
资方 式 ( 征 税 或 举债 ), 占 用 一 定 比 例 的 社会 资源 ,然后 将 其 用 于 公共 开支 ,以 维 
持 公共 生活 的 正常 运行 ,或 增进 公众 福利 与 促进 社会 经 济 发 展 . 通常 ,公共 开支 
BURCH BURN HEL SNL ME 一 般 仅 占 很 小 的 比例 , 财 
政 政策 必然 关系 到 消费 者 的 福利 ,因而 自然 结合 进 消费 决策 模型 , 对 于 涉及 财政 
政策 的 模型 ,数理 分 析 的 一 个 重要 目标 是 :阐明 政策 参数 (如 公共 开支 比率 g, 税 
率 z 等 ) 对 经 济 增长 与 社会 福利 的 影响 ,最 好 求 出 某 种 最 优 政策 ,如 最 优 税率 = 
等 


FAC pe — 28) + o°]. 
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A. 模型 与 最 优 性 条 件 
下 面 考虑 的 模型 源 于 Eaton 1981 年 的 工作 ,只 是 加 进 了 福利 性 公共 开支 这 
一 因素 . 如 同 在 4. 2. 2 小 节 中 一 样 ,将 个 体 总 数 标准 化 为 1, 因 而 在 宏观 均衡 时 个 
体 变 量 重 合 于 总 体 变 量 . HK, Y 分 别 为 社会 总 资本 存量 与 总 产 出 , Ry 是 相应 
的 个 体 变量 ,假定 y = Ak. U G= gK 记 公 共 开 支 , g 为 正常 数 . 此 处 以 cK 取代 
似乎 更 自然 的 gY, 意 在 更 便于 与 后 面 的 两 个 模型 对 照 ; 况 且 ,依据 资本 (而 不 是 
依据 产 出 ) 决 定 政府 开支 ,不 无 合理 性 . 紧 接 着 的 一 个 关键 假设 是 :进入 个 体 效 用 
函数 的 并 非 G 本 身 , 而 是 Co: 
G, = G(k/K)? = gi K* , (28) 
Hp è € [0,1] 是 所 谓 外 部 性 指标 , 当 $ 一 0 时 C, — G 与 个 体 无 关 , 公 共 福 利 具 
有 完全 的 外 部 性 ; 当 5 = 1 时 G, 一 gk 完全 取决 于 个 体 资本 ,外 部 性 消失 ,或 者 说 
因 个 体 完 全 拥挤 而 使 C 失去 其 公共 特征 . WEG, 加 入 效用 函数 ,得 出 消费 者 期 望 
折 现 效用 的 如 下 表示 : 
y = E. e UTOG ovy, 
其 中 参数 0 之 0 表 出 G, 对 于 消费 者 效用 的 权重 0, 当 90== 0 时 公共 开支 的 福利 效 
应 消失 . 
下 面 转向 考虑 个 体 的 预算 约束 . 设 消费 者 的 资产 或 财富 w 由 两 部 分 组 成 : w 
二 十 6b, 二 wO vx 1,6 — vw 是 个 体 持 有 的 政府 债券 ,可 称 为 金融 资产 . 
为 构成 个 体 消费 决策 问题 ,关键 的 步骤 是 适当 地 表 出 个 体 的 预算 约束 . 鉴于 同样 
的 问题 广泛 出 现 于 其 他 随机 决策 模型 中 ,此 处 作 一 较 详 细 的 解释 . 构成 动态 预算 
约 东 的 一 般 规则 是 ,个 体 在 任何 时 段 [t,t 十 de] 内 应 满足 如 下 动态 平衡 方程 : 
资产 净 增 量 (dw) = 收入 一 支出 ， 
在 目前 的 情况 下 ,收入 由 两 部 分 组 成 :生产 或 劳动 收入 (dy ) .政府 债券 回报 
( bdR,); 支出 亦 由 两 部 分 组 成 :消费 支出 (de). 与 纳税 AT). 
于 是 有 
dw = dy + bdR, — de — dT. (29) 
对 于 消费 简单 地 取 de = cdt. 至 于 dy, dR,, dT, 通常 都 包含 一 定 的 随机 扰动 , 下 
面 的 一 组 方程 在 消费 决策 模型 中 是 经 常 出 现 的 ， 


dy = y(dt + duy), (30a) 
dR, = rdt + dus, (30b) 
dT = y(rdt + t,duy) + c adt. (30c) 


@ 效用 函数 UCcG$) ARR U (PCE) (0< I< 1) (参考 4. 6 节 式 (9)). 权重 9 的 这 两 种 配置 形式 
各 有 优 缺 ,实质 上 并 无 区 别 、 
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其 中 duy 与 dus Æ Brown 运动 ,二 者 分 别 表达 了 产 出 与 利率 的 随机 扰动 ;r 是 债 
券 利率 . > 与 dus 对 于 个 体 是 给 定 的 ,但 最 终 将 由 模型 内 生地 确定 . 式 (30c) 表 明 
税收 dT 由 三 部 分 组 成 :确定 性 收入 (或 常规 收入 ) 税 ydi), 随机 性 收入 (或 临 
时 收入 ) 税 C ydus) , 消费 税 (ocd). 自然 , rm 与。 就 是 相应 的 税率 ,它们 都 是 
外 生 常数 ,三 者 不 必 相 同 . 将 式 (30) 代 入 式 (29) ,就 得 到 所 需 的 预算 约束 方程 
dw = (t'y + br — c @)dt + bdus + Tiyduy 

—(Avr'w + V rw — c odt + vwdus + Avr! iwduy 

A Ow — c jdt + wdu, 
Kip o — otl (今后 使 用 一 般 约定 :二 zt+1), 


{ 7 = Av’ + Vr, (31a) 

du = v dug 十 Avr’ duy. (31b) 
综 上 ,可 将 消费 者 的 最 优 决策 问题 表 为 : 

| max B,| e= U c6; c», (32a) 

s.t. dw = (yw — c 9)dt + wdu, w0) = wo. (32b) 


WV 二 VG,w) 记 间 题 (32) 的 值 函 数 , 则 直接 用 3. 3 节 式 (6) 得 出 问题 的 最 优 性 
条 件 如 下 : 
0 = U'G5 — OV us (33a) 


ls 


= uc: È ex 4 CAP — rw. + 2 29 uy, (33b) 


pV = U'Gudd + Vw 十 Wey + a. — pio F oi)wV ww 
1 


十 IV us, (33c) 
其 中 U' = U'¢ G$), y= cf/w, 
oi 一 V20 + 2Aw t dgy + Arr Tob, 《用 式 (31b)) 
2 
二 Ls =— Vol + AQ — 207,0, + AT ioh. (34) 


从 条 件 (33a)' 解 出 U'GS = aV, 然后 代 人 式 (33b)、 式 (33c) 得 到 稍 简 化 的 
条 件 : 





ar cr PP v. 3 E: 0, (33b)' 
Vi + 0 — p+ HHODV, + (9 — pio + 02) We + Bot?V 
= 0. (33c)' 


注意 以 上 公式 中 所 含 的 wwr 等 并 非 给 定 的 常数 ,它们 都 有 待 于 用 宏观 均衡 条 
件 确定 . 
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B. 宏观 均衡 
设 在 宏观 均衡 时 一,y =Y, uv HER G, =G = gk = grw, 因而 
U (c G3) = ULpCa)*w?] = const U Cw"). 
基于 上 式 并 参照 3. 3. 3C 554. 2. 2B 中 的 做 法 , 设 定 V = Uw"), 参数 a 待定 .将 
V = abu” ^! 代入 方程 (33a), 得 出 a 满足 : 
ado’ = (gv)™. (35) 
如 在 3. 3. 4A 中 已 提 到 的 , 另 一 个 关键 的 均衡 条 件 是 ,均衡 时 & 与 5 有 同样 
的 随机 增长 率 , 即 


PE (36) 


注意 式 (36) 只 含 一 个 独立 条 件 BK dw/w = dk/k 是 dk/k = db/b 的 推论 .为 将 
”条 件 (36) 具 体 化 ,需要 dk 与 db 的 具体 表达 式 , 即 与 5 的 增长 方程 . 得 出 这 些 方 
程 的 方法 如 同 导出 方程 (32b) 一 样 ;在 时 段 [ee 十 de] 内 ,个 体 资 本 的 增 量 
(dk) = PLA (dy) 一 支出 (de + dG), 其 中 dG 是 个 体 所 分 担 的 政府 开支 . 注意 
在 宏观 均衡 时 ,个 体 同 等 地 分 摊 公 共 开支 (这 是 要 点 1). 公共 开支 受到 某 种 与 产 
出 成 比例 的 扰动 ,因此 假定 

dG = Gdt + Yduc, (37) 
其 中 duc 与 duy 一 样 是 外 生 的 Brown 运动 ,假定 duc 与 duy 互 不 相关 . 一 旦 确定 
了 


dk = dy — dc — dG, (38a) 

就 有 db = dw — dk = bdR, + dG — dT. (38b) 
以 式 (30) 与 式 (37) 代 人 式 (38) ,得 到 

dk = (y — G — c)dt + y(duy — duc), (38a)! 

| db = (G — ry + br — c w)dt + bdug + y (duc 一 rdzxr)， (38b)' 


注意 其 中 已 用 了 均衡 条 件 y =Y (方程 (38) 只 在 均衡 时 适用 !1). AE =- 
Lio, 则 方程 (32b) 可 写成 i 
dw = w(ġdt + du). (32b)' 
现在 将 式 (32b)' 与 式 (38)' 代 人 条 件 (36) ,得 到 
pdt + du =(A — g — p/v)dt + A(duy — dug) 
-[r 4 Ug — At) 一 pw An 一 eee + dug + 2" (duc 一 riduy). 
分 别 比 较 上 式 的 确定 性 部 分 与 扰动 部 分 ,得 到 


p= Ag É or XE me, (39a) 


du = A(duy — duc) = dus + D (dus — tdu). (39b) 
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方程 组 (39) 包 含 两 个 互相 独立 的 等 式 ,它们 与 式 (32b)、 式 (33b)'、 式 (33c)' 一 起 
( 共 5 个 方程 ) 构 成 模型 的 宏观 均衡 条 件 , 将 用 来 确定 5 个 均衡 值 ; pr 只 ,aer. 
求 出 这 些 均衡 值 已 无 原则 困难 ,但 涉及 颇 烦 琐 的 计算 ,所 得 结果 通常 表 为 很 繁 宛 
的 公式 ,并 不 很 具 吸 引力 . 下 面 我 们 通过 适当 技巧 来 简化 计算 过 程 与 最 终 表达 
式 . 首先 ,从 式 (39b) 解 出 

V dug = ALC — vri Jduy — duc]; 
由 此 及 du = A(du, 一 dug) R H 


vg$ = 42[o + (1 — ve Doi], (40a) 
Yorn 一 4( — vot, (40b) 
o; = A Ch + of) & Aog. (40c) 
注意 其 中 v 尚 为 未 知 .将 式 (40a) 与 式 (40b) 代 入 式 (34) 得 
2 2 . 
5 ots = — C nep. (34)! 


下 面 利用 方程 (33b) 方程 (33c) 与 方程 (39a) 确 定 rr. 为 简化 公式 , 引 
人 一 组 复合 参数 (注意 这 是 一 个 基本 技巧 ) : 
Md €—00 4 1, 


q—1-—6056, Z=qt+ 006, A-—c — Aqro}. aD 
B V = aU GP) = aw! /o' 直接 算出 (比较 式 (21)) 
WV ww =— Vas WV inw = IV u. (42) 
将 式 (42) 与 式 (34)' 代 入 式 (33b)' ,得 出 
Vr = pbb /v) + A(À — ve) + Ago. (43) 


将 式 (31a) 、 式 (34)、 式 (41) 一 式 (43) 代 人 式 (33c) ,经 整理 后 得 
polgu + 00g! ) = Mv, 
fa = p — Aig — lata. a) 
其 次 以 式 (43) 代 入 式 (39a) ,经 整理 后 得 
{we — €y) = Nv, 


N = AX — g — Ago. (45) 
联 立 方程 (44) 与 方程 (45) 解 出 
y = E/(Dé), 
其 中 E—YM —8064N, D=M+gN; (46) 
u = Dv/Z = E/(€Z). (47) 
将 以 上 结果 代入 式 (39a) ,得 出 均衡 增长 率 
4 = A — g — D/Z. (48) 


这 样 ,借助 于 复合 参数 D,E,M,N,Z, 将 p,v,y 表 成 了 很 简单 的 公式 . 以 式 
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(46)、 式 (47) 代 入 式 (43), 亦 可 得 到 表 出 + 的 类 似 公式 . 但 著 以 M 与 入 的 详细 表 
达 式 ( 依 式 (44) 与 式 (45)) 代 人 式 (46) 一 式 (48) , 则 最 终 表 达 式 将 异常 复杂 ,此 处 
并 无 具体 写 出 之 必要 . 
显然 Z 之 9 二 1, 故 由 式 (47) 知 ,为 使 >00 (在 经 济 上 这 是 一 个 自然 的 要 
R) ,必需 万 > 0. dE D 0 IB AKIE T5006 v0; Me > OS E>. HI 
i AREE DO E-OI[B mi. We 
M+qN>0, YM 6040 N. (49) 
条 件 (49) 表 达 了 对 模型 参数 的 一 定 限制 . 此 处 不 拟 详 细 讨 论 这 些 限制 的 具体 表 
达 式 ,只 是 指出 ,在 适度 的 扰动 下 ,条 件 (49) 一 般 能 被 满足 .下 面 假定 条 件 (49) 已 
被 满足 . 
— BOR AT y ( 依 式 (48)), 就 可 从 方程 (32b)' 解 出 
wt) = wet", a=y— i2, 
其 中 w = ko/v,0? = Aoi ( 依 式 (40c)). WEN w COO SHEE w 的 均衡 轨道 . 
C. 福利 分 析 
现在 考虑 我 们 最 关心 的 问题 :模型 参数 (它们 表达 了 市 场 条 件 与 政策 选择 》 
如 何 影响 福利 . 为 此 ,考虑 最 优 值 Y = Vw) 与 参数 的 相关 性 .注意 w = ho/v， 
k 独立 于 模型 参数 ,而 v 则 与 参数 有 关 . 由 式 (35) 有 
V = aU (wi) 一 Sue 
Bp 
— In(e'V) = In y e'InGy/p) — bo'lan g — q'In ko + In tw AQ. (50) 
因 <0 EBR, MOV EBS. 以 下 设 是 异 于 4,6,0,c,ow 的 
参数 , 则 


əs Eas Das E as’ (51) 
TE 9Q/ds = 0 AE— s = s, Hi s= s" 时 9Q/35 <o, N QAN V 
) 在 * 一 * 达到 最 大 值 ,因而 s* 是 * 的 最 优 值 ; 当 * 是 政策 参数 时 ,'" 就 是 关注 福 
利 的 政府 的 最 优选 择 . 当然 , ;* 通常 依赖 于 其 他 模型 参数 ; 若 以 一 st RAR 
型, 则 可 从 有 关 的 公式 中 消去 参数 = 
一 般 来 说 , 解 出 * 与 判定 To < 0 均 未 必 容 易 . EAE T e 过 0 时 ,党 
利用 以 下 事实 : 若 * 关 &, 则 当 3Q/as = 0 时 有 


AZ 一 一 一 gf 六 一 一 (52) 


ai@Q avaD 
从 而 sgn| 52 = sen[ Z 3.] 
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下 面 考虑 * 一 cog 这 三 种 特殊 情况 . 


G) 取 s 一 r， 则 
aa aM | ay, IN _,_9D 3E, Ag’ 
ar =~, or ^^ at A ar’ r 0 
将 以 上 结果 代 人 和 人 式 (51) 得 出 , 3Q/ar = 0 相当 于 OD = OE, Bp 
(M + qN) = (YM — 8604 N). (53) 


由 方程 (53) 确 能 唯一 地 解 出 + 二 +* ,只 是 其 表达 式 过 长 ,不 便 写 出 , 当 9Q/9r = 
0 时 ,有 


ep: 2* =p 2h _ g?P (用 式 (46)) 
=â D — DE) 
=P —5 <o, (fi BD = BE) 


于 是 用 式 (52) 得 32Q/a <0, 这 表明 c^ 确 为 最 优 税率 . 
Bre > 0, 则 在 0 二 rt 二 rt* 时 必定 3Q/ar> 0, 这 意味 着 提高 + 有 利于 增 
进 福利 . 另 一 方面 ,直接 由 式 (48) 有 


av. Lap__4 
ar Z ar — «9, 


这 表明 对 常规 收入 征 税 总 有 碍 于 经 济 增长 . 可 见 , 从 税率 r 的 制定 者 看 来 ,增长 
目标 与 福利 目标 并 不 相 容 ,二 者 无 法 兼顾 . 
用 类 似 的 方法 可 以 得 出 ;存在 唯一 的 最 优 税率 n = tr , 它 亦 由 方程 (53) 解 
iB OR r+ 为 给 定 ). 
Gi) 取 s = o, M 
aa 9 *0q! 
4379 $47- 15 40-049 
2D 49 2E _ A'gg (09 —1) 
3 ok 2 ' 3 20 . 
代入 式 (51) 得 出 , 3Q/2ob = 0 相当 于 DIC 一 002) = Ego, Bl 
(8 — 8680) (M + qN) = qa(YM — d6q'N). (54) 
ATGO ROT RH o = 5. h 3Q/3 = OWA 
2E 


26 ap? 2 =a = 20 Dj zz E 25] = = A'DÜqc(1 一 600), 


故 当 089 — 18 2% zo 于 是 由 式 (52) 得 出 ， 车 000 <1, 则 当 2S 二 0 时 


Ra < 0, 从 而 et^ 是 最 优 的 . 这 就 有 类 似 于 对 税率 的 以 下 结论 :公共 开支 的 
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适度 波动 (这 意味 着 0 二 中 < ot ) 有 益 于 福利 ,但 过 大 的 波动 则 有 损 于 福利 . A 
一 方面 ,直接 从 式 (48) 得 出 


可 见 公共 开支 的 波动 总 是 促进 增长 ! 这 又 一 次 证 明 ,增长 目标 与 福利 目标 不 必 一 
si. 





Gi) 取 s = g, Ry 
aM aN aD _ 2E a, 

. 3g 0 Ig) ag ^ 0 ag "9d. 

将 这 些 代 人 式 (51) 得 出 ， ze = 0 相当 于 
0g05D + gqE = ODE. (55) 

直接 算出 

PQ ajo , ga! Oe) Y ge | Oo! 

ag? ag\ E D gl. E? pet ge So 


因此 ,方程 (55) 的 解 & = g" 必 为 最 优 值 . 于 是 同样 得 出 ,适度 的 公共 开支 有 益 于 
福利 . 另 一 方面 ,由 式 (48) 推 出 公共 开支 无 益 于 增长 ! 直 观 上 ,读者 未 必 会 同意 这 
一 结论 . 问题 在 于 ,读者 应 注意 到 ,本 模型 中 公共 开支 是 纯 福利 性 的 ,这 一 假设 已 
经 背离 了 经 济 现实 . 

D. 特殊 情况 

现在 考虑 特定 参数 取 极端 值 的 情况 . 这 类 特殊 情况 初 看 起 来 似乎 欠 具 普遍 
性 ,但 能 得 出 较 简单 的 公式 ,因而 给 模型 带 来 有 益 的 直观 理解. 考虑 适当 的 特殊 
情况 ,在 经 济 分 析 中 是 一 种 有 普遍 意义 的 常用 技巧. 

G) LO = 0, 这 意味 着 公共 开支 实际 上 不 具 福 利 效应 . 此 时 可 依次 得 出 如 
下 较 简 单 的 公式 : | 


y-—1/9, F=lq=c=Z; (用 式 (41)) 
M = p — Ado! 一 PEL o' oi; (用 式 (44)) 
N = AX — g — A'a ol CRX C452) 
v= E/D, E— M/ó, D=M-+oN; (用 式 (46)) 
p = Dv/o = M/aw; (用 式 (47)) 
y=A—~g—oM—N. (用 式 (48)) 


方程 (53) 简 化 为 N = 0, 由 此 解 出 最 优 税率 


t* = A^!g + Aolo + 7,063) > 0. 


方程 (54) 简 化 为 M = NN, 由 此 解 出 最 优 的 


2* 
26 A’ 8 


24 一 & 一 6 一 4ar) en to 
z——. 
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方程 (55) 简 化 为 gM = 0, 而 M>>0( 用 式 (49)), 故 只 能 有 g — 0. 这 一 结果 并 
不 令 人 惊讶 :既然 公共 开支 无 益 于 福利 ,那么 从 福利 的 标准 看 来 ,最 好 的 选择 自 
然 是 完全 免除 公共 开支 ! 

Gi) HO = 0, 这 意味 着 公共 福利 具有 完全 的 外 部 性 . 此 时 可 依次 得 出 


Y=1/6, £—1, Z=q; 《用 式 (41)) 
v= E/D, E— M/o, D—M--qN; (用 式 (46)) 
p = Dv/q = M/qu; (用 式 (47)) 
y=A—g—q'M—N. (用 式 (48)) 


方程 (53) 简 化 为 OM +N = 0, 由 此 解 出 最 优 税率 
_ Ado! + gq — p 0/0 
m Ac 

方程 (54) 简 化 为 (4 一 00M =N, BIR of 已 不 成 问题 ,但 不 便 写 出 它 . 方 

程 (55) 简 化 为 eq = OD, 由 此 解 出 最 优 的 


j | 
gt 一 页 [4gr 十 M — Ag Gb + n8]. 


注意 MORE as. 从 上 式 看 出 g" 与 9 正 相 关 , 当 9 一 0 时 g" 一 0. 从 直观 上 看 ,这 
是 很 自然 的 . 

Gii) 设 0 = 0, 这 意味 着 随机 扰动 消失 ,从 而 所 给 模型 成 为 确定 性 的 . 此 时 
A A=T, 





+ “IL s + q)o6 + Cor, — 0 0! oy], 


M-p—Aqr, N=Ar—g; 〈 用 式 (44)、 式 (45)) 
D — p-FaCKA — g) — Ar, | 
E = Yp — Ag' (80 + c /3) + g60q'. (用 式 (46)) 


由 于 M,N 等 已 充分 简化 ,现在 已 可 直接 写 出 v,p,y: 
_ Yo — Aq' (60 + 1'/@) + gó0q' 
= Eo} Aq— Av —gq) ^" (Fash (460) 
n= die — Aq! [96 42 5|+ gg! |; (用 式 (47)) 


y= Slade — p+ ôA — g)]. (用 式 (48)) 


由 方程 (53) 解 出 、 
(1 — 6a) (Aq! — p) + g8(q 十 00'6) 
E Afo . 


方程 (54) 不 再 有 意义 ;方程 (55) 可 化 为 一 个 关于 g 的 二 次 方程 ,其 解 公式 并 不 简 
单 ,不 便 写 出 . 

车 进而 设 5 二 1,8 = hr,w = 二 0, 则 = 二 8 二 7,Z = 00; 此 时 有 v= 二 1, 即 
债券 消失 
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p= (e — Aq'v )/(8 o), 
9 = (Abr 一 p)/(8 o), 
注意 此 时 条 件 H0," 0 自动 满足 . 
E. 社会 计划 者 决策 
下 面 以 社会 计划 者 决策 与 个 体 决 策 进行 对 照 ,以 彰显 出 外 部 性 的 后 果 . 
在 社会 计划 者 看 来 ,必定 & = K, AG, = gh. 这 就 使 得 与 问题 (32) 对 应 
的 社会 计划 者 决策 问题 是 一 个 自治 问题 . 相应 地 , GC, 的 变化 (其 中 6 被 消去 ) 使 
得 条 件 (33) 中 不 再 出 现 5. 这 一 变化 的 后 果 是 , 式 (43) 一 式 (48) 中 所 含 的 9 都 应 
除去 . 而 这 一 改变 的 效果 恰好 相当 于 在 式 (43) 一 式 (48) 中 取 4 — 1. 注意 到 3 = 
1 意味 着 外 部 性 消失 , 则 得 出 结论 :在 外 部 性 消失 的 条 件 下 ,社会 计划 者 决策 与 
个 体 决策 一 致 :更 准确 地 说 ,社会 计划 者 决策 无 非 是 对 应 于 = 1 的 个 体 决 策 . 
这 无 疑 正好 是 我 们 所 预期 的 . 
当 6 一 1 时 ,社会 计划 者 决策 与 个 体 决策 必 不 相同 ,下 面 将 二 者 作 一 比较 . 
为 此 ,只 要 考虑 问题 (32) 的 均衡 值 与 3 的 相关 性 ,关注 的 重点 是 少 与 V. 首先 求 
出 


Y 9 DZ 

2 9 = 3, 25 一 00; HRUD) 

aM 3aN — 

Er a =0; (用 式 (44) 3X (450) 
2D aE _ 


Ss =0, Se=0M—a'N). (用 式 (46)) 


O) y 5 ô WHK. HHUA 
af = D Lo, 
除非 2 一 0. 由 此 可 见 , 当 2 之 0 时 少 与 9 正 相关 , 因 而 在 9 一 1 时 少 达到 最 大 . 这 
就 表明 ,与 个 体 决策 比较 ,社会 计划 者 决策 能 达到 较 高 的 经 济 增长 率 . 
Gi) V 与 的 相关 性 .由 式 (50) 有 
Q = InE — ln — olnZ 十 …， 
rp RI es ik an 5s o 无 关 . 于 是 


aQ 123E 1236 6 a 
38 E926 6238. Z 36 


_ OL€Z(M — q'N) — EZ — € sbE] 、 
= ŁEZ = 


ex 
2 IET 
NÉrc—--—6$-0,WMW] Y = E,Z =q + 60, | 
M —q'N —p-Fg'(g— A), 
E = €(p — Aq') + gó0q'. 





、174 宏观 经 济 的 随机 模型 


于 是 
X —€(q + 9p + gg — A)] — [£p — q'CAE — 288) ](q + 80 + Eo) 
=— top + g' LA€o + g(q + 60 — 0&0) ]. 
车 g 相对 于 APs RB), X «0, 从 而 2Q/28 «0. 这 就 表明 , 当 r,o 与 iai 适 
当 小 时 , Q 与 8 负 相 关 , 从 而 了 在 9= 1 时 达到 最 小 值 . 由 此 可 见 , 与 个 体 决 策 相 
比 ,社会 计划 者 决策 导致 较 低 的 福利 . 因此 可 以 说 ,社会 计划 者 决策 长 于 增长 而 
短 于 福利 . 这 一 结论 与 4. 2. 2C 中 的 分 析 是 一 致 的 . 


4.2.4 生产 性 公共 开支 


与 福利 性 公共 开支 模型 相对 照 ,现在 考虑 公共 开支 上 共有 纯 生 产 效 应 的 情况 . 
这 两 种 模型 具有 明显 的 对 偶 性 ,下 面 将 尽 可 能 从 一 种 与 4. 2. 3 小 节 相 对 照 的 形 
式 展开 对 新 模型 的 讨论 ,以 获得 更 清晰 的 理解 . 

A. 模型 与 最 优 性 条 件 | , 

现在 假设 公共 开支 仅 有 生产 效应 而 无 福利 效应 ,因而 可 沿用 问题 (1) 的 目标 
函数 . 另 一 方面 , 因 公共 开支 进 人 生产 函数 ,个 体 的 预算 约 东 将 显著 改变 , 与 
4. 2. 3 小 节 中 的 G = gK HMM, OU H HhK 表示 生产 性 的 公共 开支 , 关 盖 0 是 
外 生 参 数 . 与 C, 相对 应 , 令 

p= H(G/K) = hk'K*, | (56) 
其 中 € [0,1] 是 类 似 于 5 的 外 部 性 指标 : 当 e — OK H, =H, 公共 开支 具有 
最 大 的 外 部 性 ; 当 & = 18] H, = hk 完全 取决 于 个 体 资本 ,外 部 性 消失 . 设 个 体 
的 生产 函数 为 
y= AG + OH,), l (57) 
其 中 AL0,0 之 0 表示 五 ,在 生产 函数 中 的 权重 , 当 9 二 0 时 五 ,实际 上 失去 
生产 效应 . . 

个 体 预 算 约 束 方 程 (29) 形 式 上 保持 不 变 ,其 中 的 dy,dR 与 dT 仍 依 式 
(30), 只 是 生产 函数 由 4. 2. 3 小 节 中 的 y = Ak KRT AG. i k = vw,b = 
vw, 则 有 
dw = (t'y + V/rw — c jdt + wdu, 


其 中 


du = Vdus + c (y/w)duy. (对 照 式 (31b)) (58) 

于 是 ,个 体 最 优 决 策 问题 可 表 为 - 
max E, e-"U ca», (59a) 
s.t. dw = (t'y + V rw —cw)dt + udu, w(0) = wo. (59b) 


为 写 出 问题 (59) 的 最 优 性 条 件 ,首先 利用 > = ACR 十 GREEK) ( 依 式 (56)、 
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式 (57)) 算 出 
2y = Aw|1 4 ELA 1] a) 
2z = Aft + ene. t| |. 
以 了 (erw) 记 问 题 (59) 的 值 函数 , 则 它 满足 如 下 最 优 性 条 件 ， 
U' —wV,, (61a) 
[Ae [1 se 人 (和 ]- 7]v. + 1 av, = 0, (61b) 


Veo 十 (av [i + ehe. i| |+ vr 一 pv。 


w ao 





+ [El +vr—-wo+ot+% 
Km u= c/w; RODEAR GET f£. 


2 
WV une + FrV wo —0, (lc) 

















由 式 (58) 有 
0; = yo 2 ry/w)ogr + TI(y/w) oh. 
利用 式 (60) 对 上 式 求 导 得 
2 f t [i 
i T = Rn Zom + Ave oor] 1 + nn] ] 
e 
+ Ariss "1 E 十 sxbi| | ] (62a) 
: e 
i os => Via zj + Aw iom| 1 4 ena ] 
X e 
— rie z) + Avr'?o$ z) [1 + eho, $ È | |. (62b) 








如 同 在 4. 2. 3 小 节 中 一 样 ,在 均衡 时 ,上 面 的 繁琐 式 子 将 大 大 简化 . 
B. 宏观 均衡 
如 同 在 4. 2. 3B 中 一 样 , 设 在 宏观 均衡 时 一 K,p 与 v 为 常数 ， H, =H= 
hk, 
y=Y=Bk, B= A(l+ Oh). 
其 次 设 V = aw) (参照 4.2. 2B) ,参数 a 满足 


aG — p. (Hs 61(a)) (63) 
在 宏观 均衡 时 ,& 与 上 的 增长 方程 为 

dk = dy — dc = dH, (64a) 

| dé = 6dR, + dH — dT. (64b) 


与 式 (38) 比 较 , 此 处 只 是 将 dG 换 成 了 dH. SRGODAWE, H 的 增长 服从 以 
下 方程 : 
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dH = Hdt + Ydup, (65) 


其 中 du, 是 与 duy 不 相关 的 外 生 Brown 运动 .于 是 ,可 将 方程 组 (64) 改 写成 (对 
照 式 (38) ) : 


{ dk = (y — hk — c)dt + y(duy — duy), (64a)' 

db = (hk — ty + br — c w)dt + bdug + y(dug — Tidur), — (64b)! 
$ $ = w''E[dw/dt], 则 结合 均衡 条 件 (36) 与 方程 组 (64) 得 

$—B-hk- E nu 4 GBD m | (66a) 


du = B(duy — duy) = dus + D (duy — tidu), (66b) 


这 正 与 式 (39) 相 当 ( 只 是 分 别 以 Bh dus 取代 了 4,g,duc) . 由 方程 (66b) 得 到 
对 应 于 方程 组 (40) 的 公式 : 

V208 = B'[oi + (1 — vec oi], 

Yog = BO — ve Doi, 

oi = Be, of = oh o. 


将 所 得 公式 及 y/w = By RAK CO 18 





136; Bo ， Bri ' 
? p y tO 十 办 ， (62a) 
9 2 t , 
P a 一 一 Br fo}, (62b) 
其 中 B, = AO 十 eh01),$ = Ae'h01. 而 与 式 (21) 或 式 (42) 相 当 的 公式 是 
WV uw =— OV us 2V = 6 OV v. 


作 了 上 述 准备 之 后 ,现在 已 可 从 式 (6lb) 、 式 (61c) 与 式 (66a) 得 出 关键 的 结果 : 
yr = B (A — vc ) + Bo o + (A — rg, à= c — Boro}. (67) 
pio = M 十 4 办， 
M =p — Bao — 222%, (68) 

1 BG — 9v) =N — Adv), 


N = B — h — B,À — B’o oi. (69) 

联 立 方程 (68) 与 方程 (69) 解 出 
v= M/F, F =@(M + oN) — dod; (70) 
p= Dv/o = DM/Fo, D=M-+oN. (71) 

将 u/v = D/o RAK (66a) 8 
$-—B—h-—5!M —N. (72) 


类 似 于 式 (49) ,为 保证 Hoy > 0, 下 面 设 
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M70, D>0, F0. (73) 


有 充分 理由 认为 ,条 件 (73) 并 不 构成 对 参数 的 严重 限制 ,但 此 处 不 拟 详细 讨论 
了 . 


C. 福利 分 析 
现在 用 4. 2. 3C 中 的 方法 分 析 问 题 (59) 中 的 参数 的 福利 影响 ,看 是 否 依 然 有 
效 . 
首先 ,类 似 于 式 (50) 有 
— ]nCe'V) -olny + olny + InCok;? ) 
=InM + olnD — InF + In(o£s 7077) BQ. (74) 
Rs ERT 06,0 的 参数 , 则 
3Q 12M oa3D_ 129P. 
às "^ Mas © Dos Fos? (75) 
Ait 9Q/as = 0 相当 于 
aM aD aF 
DF >, + oFM = DM =. (76) 


BE (76) WE— fR s = 5s", B24 aQ/as = 0 tf 27Q/25* <0, 则 是 对 ;的 最 
优选 择 . 原则 上 ,此 处 的 思路 与 4. 2. 3C 中 的 做 法 并 无 区 别 . 但 方程 (76) 更 不 容易 
求解 ,因而 现在 能 得 到 的 具体 结论 较 少 . 下 面 考虑 几 个 特殊 参数 以 作 说 明 . 

G) 设 ST; 则 





ati, Mops, NIB 9D, ?F. pg, 
代入 方程 (76) 得 
B,F(M + o o N) = DM(BG + o). (77) 
要 从 式 (77) 解 出 rt = r” ,方程 有 待 进一步 简化 . 
Gi) Rs = oZ, Bü 
aM __ Boc aN |. pe, 32D, Boo aF 9D. 
3 c 2 "' aay > aa 2 ' 363, 3c! 
代入 方程 (76) 得 
F(o'D + o 2M) = DMa. (78) 
Gii) Bs =e, Bl 
$5 = ano, =— 2%, 2M 一 一 Ang, 
IN =~ ASA S 22, ZE 一 Ah, A(O — 8); 
代入 方程 (75) 得 
aQ 


MDF Fe 7T ARAU,A[o' DF + oMF + (o — 9)DM). (79) 
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式 (77) 一 式 (79) 将 在 特殊 情况 下 予以 考虑 . 

D. 特殊 情况 

G) HO = 0, 这 意味 着 公共 开支 实际 上 不 具 生产 效应 ,此 时 可 依次 得 出 
B=B =A, $0, 


M = p — Ado’ 一 全 (用 式 (68)) 
N = AX — h — Ao a}; (HX C692) 
v= M/Do, F = Da; 《用 式 (70)) 
p= M/oa. (用 式 (71)) 
方程 (77) 简 化 为 N = 0, 由 此 解 出 
t' = Ah + Ao Col + 1,03). (80) 


因 
9Q  a{ Ao’ Ac A 


SQ 023 = ED Mo) _ 4 
ar? ar\ M D D DM , 
A c 确 为 最 优 税率 . 24 0 cc 时 ,V 与 + 正 相 关 . 另 一 方面 ,由 式 (72) 有 3 
gjat « 0, TRY BE er AMX. 
GDH E= 1, 这 意味 着 公共 开支 完全 不 具 外 部 性 . 此 时 依次 有 B= B, $= 
0,F = 9D, 方程 (77) 同 样 归 结 为 N = 0, 但 解 出 的 r* 与 式 (80) 略 有 不 同 ， 
r* = Bh + Boleh + rof). (80)! 
同样 可 验证 axQ/ar <0, 故 r* 确 为 最 优 税率 . 
Gii WH oí = 0, 即 随机 扰动 消失 . 此 时 依次 有 





=r, 

M = p — Bo'r; (用 式 (68)) 
N=Br—h; — 《用 式 (69)) 
F — uD — org (用 式 (70)) 


Gv) i æ = 0 = t = ø, hil N =— h,F = D — of, 


_ MDE 2 = o' DF + oMF — o DM 《用 式 (79)) 


= oMF — ao! D(h 4-9) 0, 
这 表明 2Q/2e — 0, 即 Y 5 e fH X. 于 是 有 类 似 于 4. 2. 3 小 节 的 结论 : 若 r,w， 
适当 小 , 则 社会 计划 者 决策 ( 即 e = 1 时 的 个 体 决策 ) 导 致 比 个 体 决 策 较 低 的 福 
利 . 另 一 方面 ,由 式 (72) 有 


a 12M ƏN _ AhOa ， 
ae | c de Je | a 0 ($5, 


可 见 社会 计划 者 决策 导致 较 高 的 经 济 增长 率 . 类 似 的 结论 已 经 多 次 出 现 . 
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4.2.5 综合 模型 


无 论说 公共 开支 是 福利 性 的 还 是 生产 性 的 ,显然 都 有 失 片 面 . 实际 上 ,公共 
开支 必定 既 有 福利 性 部 分 ,又 有 生产 性 的 基础 设施 投入 . 因而 ,更 恰当 的 做 法 是 
以 一 个 综合 模型 来 统一 描述 这 两 方面 的 效用 . 不 过 ,鉴于 已 建立 的 两 个 公共 开支 
模型 均 用 到 颇 繁 琐 的 计算 (参看 4. 3. 3 小 节 与 4. 3. 4 小节) ,自然 不 应 指望 将 要 建 
立 的 综合 模型 会 更 简单 些 . 好 在 业已 熟悉 的 思路 依然 可 用 ,至 于 具体 细节 , 则 不 
妨 处 理 得 简略 些 . 

A. 模型 与 最 优 性 条 件 

综合 模型 的 关键 假设 是 :公共 开支 卫 被 分 割 成 互 不 重 伙 的 两 部 分 :福利 性 
公共 开支 C(= gK) Ek f YEAST X HOS AK), 因而 = BK.8-—8g- ^h. R 
WEG H HABB.XHIATRGTJS We T AT. 分 别 以 C, 与 H, 
记 进 入 个 体 效用 函数 与 个 体 生 产 函 数 的 公共 开支 ,二 者 分 别 表 为 式 (28) 与 式 
(56)3; 个 体 的 期 望 折 现 效用 与 生产 函数 则 分 别 依 式 (32a) 与 式 (57). FR RAH 
题 (32) 与 (59) ,现在 可 将 个 体 最 优 决 策 问题 表 为 


max E 小 e-^'U (c(t) G5 G))dt, (81a) 
s.t. dw = (ry + Vrw — c õ)dt + wdu, w(0) = wo. (81b) 
注意 : 式 (81a) 与 式 (81b) 分 别 重 合 于 式 (32a) 与 式 (50b); 式 (81b) 中 ,y= 二 AC 十 
OARK®) ,而 du 则 依 式 (58). 
问题 (81) 的 最 优 性 条 件 是 式 (33) 与 式 (61) 的 某 种 综合 : 





U'GS = àV,, (82a) 
e 
[5990 + aefa ces | ]- "v. $1 wy. = (82b) 
| Va + (1000 + aw [1 + mn J+ Yr — ev. 
ly y w s ge o 
+ (224 vr wat ot 28) Vw + Say = 0, — (820) 








RB u = c/w,acv/av 5 30/3 w DA Go. 

B. 宏观 均衡 

如 同 在 4. 2. 3 小 节 与 4.2.4 小节 中 一 样 , 设 在 宏观 均衡 时 二 Kov 为 党 
BG, = G = gk, H, = H = hk, = Bkyy = Y = Bk ;如 同 在 4.2.4 小节 中 一 
RE, B= AG 4-05); WAEA. 2. 3 小 节 中 一 样 , 设 Y = aU we"), 其 中 a 满足 式 
(35). 

类 似 于 式 (37) 与 式 (65), 设 

dr = rdt + Ydur,. > 05 . (83) 
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其 中 dur 是 与 duy 不 相关 的 外 生 Brown 运动 . 分 别 以 B dur WAH (64) PHA, 


du, , 得 出 均衡 时 的 资产 增长 方程 : 
dk = (y — Bk — c)dt + y(duy — dur), 
{ db = (Bk — ty + br — cw)dt + bdug + y(dur — t,duy). 
基于 方程 (84) ,宏观 均衡 条 件 (66) 现 在 应 修改 为 


po te »(B — Br) — po . 
9 — B B v =r + v , 
du 一 B(duy 一 dur) 一 dus 十 P" (dur — t,duy). 


同样 ,条 件 (85b) 推 出 对 应 于 式 (40) 的 如 下 公式 ， 
vto = B'o + (1 — vec D'oi], 
V ag; = B(1 — vr' Dol, 
o, = B’ (op + of) S Boh. 


(84a) 
(84b) 


(85a) 


(85b) 


Alte 5X C620 JS ER RT A, RERE of = of + of, M $B 如同 式 (62) 中 一 样 . 仿 


照 式 (41) 设 
Yy—00-4-1/20, €=60+1, q-—1-— ðr, 
L =q + 006, à= r — Bqr',oj, 
则 式 (42) 成 立 ; 进 而 从 式 (82b) 、 式 (82c)、 式 (85a) 依 次 推出 
vr = pohy + B,CA — vc) + Bgo? + A — rg, 
pa@(gév + 869!) = v(M + Aq»), 
lu = p— Bj 一 + Brag! 085 
acy — &v) = v(N — Adv), 
I = B — f — B,A— B'qoi. 
联 立 方程 (87) 与 方程 (88) 解 出 


v= E/F, E=YM— ôb N, F = (M -qN) — MZ/a, 


p= Dv/Z = DE/FZ, D= M+gN. 
然后 以 wy = D/Z RAK (85a 
4 = B— B — Z(M + qN). 
类 似 于 式 (49) 与 式 (73) ,为 保证 py,v > 0, 下 面 假定 
D>0, E20, F0 


(86) 


(87) 


(88) 


(89) 
(90) 


(91) 


(92) 


因 沿 用 了 4. 2. 3 小 节 中 的 值 函 数 , 故 式 (50) 依 然 可 用 . 结合 式 (50) 与 式 


(89) 、 式 (90) 得 
Q = olnD + InE — InF — 6c'ing + In(Qok; " Z^"). 
E s ERT 8,0,0,0 的 参数 , 则 
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IQ „ZID, 19E 19F bo dag 


as Das E 3s “g as? (93) 

iX 53 (75) R34 CRO = 0 从 式 (93) 得 出 式 (75)). 考虑 到 在 4. 2. 4 小 节 中 式 (75) 
并 不 带 来 明确 的 具体 结果 ,除非 限定 特殊 的 参数 ,一 般 不 能 指望 仅 依赖 于 式 (93) 
进行 有 效 的 福利 分 析 . 因此 ,下 面 转 入 对 特殊 情况 的 讨论 . 

C. 特殊 情况 | 

问题 (81) 具 有 高 度 的 综合 性 , 它 涵盖 了 多 种 特殊 情况 .我 们 首先 关注 的 是 ， 
综合 模型 是 否 包 含 4. 2. 3 小 节 与 4. 2. 4 小 节 中 的 模型 为 其 特殊 情况 ?下 面 分 别 考 
m. 

G) 3 0, = 0, 这 意味 着 公共 开支 实际 上 并 无 生产 效应 ,因而 不 妨 进 而 设 h 
= 0. 此 时 依次 有 $= 0,B = B, =A, 





M = p — AX! — + Atgq' obs (用 式 (87)) 
N = AX — g — A'qoi; CFA (88) 
v= E/£D, F=€D; (用 式 (89)) 
u = E/EZ; (FAX (90) ) 
y= A —B— Z(M +4qN); 〈 用 式 (91)) 
9Q. 123E s aD (s ag 

3s E as D as g 3s UH C932) 


53x O4) 3X OD RBI DUE B, RE FRR o6, 以 上 结果 就 完全 重合 于 
4. 2. 3 小 节 中 的 相应 公式 . 由 此 可 见 , 当 4% = 0 时 问题 (81) 归 结 于 问题 (32). 

Gi) Wb 0 = 0, 这 意味 着 公共 开支 实际 上 并 无 福利 效应 ,因而 不 妨 进而 设 8 
= 0. 此 时 依次 有 7 = 1/0, = 1,4 =0 =Z, 


M = p — Bj! — + Broo! ob, (用 式 (87)) 
N =B—h—B,A— Boo, (用 式 (88)) 
v = M/àF, E = M/à, F = D—o$/a; (用 式 (89)) 
# = DM/Foo, D-—M--oeN; 〈 用 式 (90)) 
$—B—h—o0M—N; (用 式 (91)) 
aQ- IID, 19M 19r 

3, “Dos  Maàs For 《用 式 (93)) 


与 式 (68) 一 式 (75) 对 照 可 以 看 出 ,只 要 将 ob RE 08. 以 上 结果 就 完全 重合 于 
4. 2. 4 小 节 中 的 相应 公式 . 这 就 表明 , 取 0 = 0 将 问题 (81) 转 化 为 问题 (59). 
Gii) Koj = 0, 这 意味 着 随机 扰动 消失 . 此 时 依次 有 一 卫 ， 
M=p— Bg'r, (用 式 (87)) 
N=B—f— Br, CFA (82) 
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D = p — Br 4qG — P), ， QRXCOO0D 

E = Yp — 004 (B — P) — Bq’ /©. (用 式 (89)) 
利用 这 些 已 大 大 化 简 的 公式 ,可 以 写 出 直接 用 参数 表 出 x,v,y 的 公式 ,这 些 读者 
均 不 难 自 行 完成 ， 
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4.3 教育 人 力 资 本 与 技术 


在 公用 事业 中 ,最 重要 者 大 概 莫 过 于 教育 了 . 就 其 兼 具 福利 效应 与 生产 效应 
而 言 ,教育 似乎 可 归 和 人 4. 2.5 小节 所 描述 的 公共 事业 . 但 很 明显 ,个 体 出 于 私人 
的 目的 亦 大 量 投资 于 教育 .教育 的 产 出 是 人 力 资本 . 以 疡 记 个 体 从 教育 中 获得 的 
人 力 资 本 , 它 的 计量 及 其 与 投资 的 关系 都 是 难于 严格 描述 的 问题 .本 节 采 用 如 下 
Cobb-Douglas 型 函数 
h = (ek)'G? = e'g*k(K/k)*, (1) 
HH ek 5 G = gK 分 别 为 个 体 教育 投资 与 公共 教育 投资 , E (0,1) 是 个 体 资 
本 用 于 教育 的 份额 , 96 € [0,1j 是 一 个 外 部 性 指标 . 在 现代 社会 中 ,除了 获得 谋 
生 的 能 力 之 外 ,教育 也 应 看 作 一 种 高 雅 的 消费 , 受 教育 者 因 其 知 书 达 理 及 被 人 尊 
重 而 获得 种 种 美好 感受 . 因此 ,作为 受 教 育 水 平 标志 的 疡 进入 效用 函数 看 来 是 不 
成 问题 的 . 仿照 4. 2 节 中 的 设 定 , 本 节 设 个 体 期 望 折 现 效用 为 


y 一 Es| e-"U ccv a», 


其 中 UC.) BBRo>1WCRRA 效用 函数 , 9 之 0 是 刻画 教育 福利 效应 的 权重 . 
至 于 个 体 的 生产 函数 , 则 可 考虑 如 下 两 种 不 同 的 选择 : 
y= AC(ek)h” (0 acD (2) 
与 y= Alek+ Uh) (820). (3) 
对 这 两 种 不 同情 况 下 面 将 分 别 予 以 考虑 . 
从 社会 学 的 观点 看 来 ,教育 与 技术 自然 有 很 大 差别 ;但 就 其 与 经 济 发 展 的 关 
系 而 言 , 二 者 却 有 许多 相似 之 处 . 例如 ,发 展 教育 与 开发 技术 都 要 消耗 一 定 经 济 
资源 ,都 依赖 于 个 体 或 政府 的 投入 ,都 有 利于 经 济 增长 , 且 对 经 济 的 推动 力 日 趋 
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明显 .鉴于 此 ,在 本 节 中 同时 考虑 技术 的 作用 是 很 自然 的 . 不 过 ,技术 发 展 过 程 非 
常 复杂 ,本 节 的 分 析 只 是 初步 的 . 


4.3.1 乘 性 生产 函数 情形 


首先 采用 似乎 更 合 于 传统 的 生产 函数 (2). 假定 e 为 外 生 参 数 , 这 意味 着 个 
体 在 投资 教育 时 是 完全 被 动 的 :他 只 是 遵循 由 习俗 形成 的 教育 投资 比例 e 而 已 ， 
而 不 考虑 e 的 选择 对 于 效用 的 影响 . 这 一 设 定 有 助 于 简化 对 模型 的 分 析 . 

A. 模型 与 最 优 性 条 件 

如 同 在 4.2 节 中 一 样 , 设 个 体 资产 为 w= 二 有 十 56,k 二 vw 与 6 二 vw 分 别 为 
物质 资本 存量 与 政府 债券 . 个 体 的 预算 约束 可 在 4. 2. 3 小 节 的 基础 上 作 少许 修 
改 得 出 ,只 需 将 4. 2 节 式 (32b) 中 的 消费 c 代 以 c + ck, 形式 上 看 ,这 相当 于 将 教 
育 花费 ck 当 作 了 一 种 消费 . 其 次 ,为 更 便于 分 析 , 假 定 政府 仅 对 确定 性 收入 y tE 
税 ,税率 为 r. 于 是 ,个 体 最 优 决策 问题 可 表 为 (对 照 4. 2 节 式 (32)) 


max E, | e-"'U CeCe a) de, (42) 
cy 0 
s.t. dw = (t'y + br — c — ek)dt + wdu, | w(0) = w, (4b) 
其 中 
du = v dus + Cy/w)duy. (5) 


注意 式 (5) 正 好 由 4.2 节 式 (58) 令 = 0 Bl. 
问题 (4) 的 Beliman 方程 为 


pV = Uh) +V, + Gy + br — 6 — eV, + P tV s. 
为 便于 由 此 写 出 问题 的 最 优 性 条 件 , 先 注意 到 


y = Ae’ gk K? , (用 式 (1)、 式 (2)) (2)! 
Men € ^ 1]8 =o". 直接 算出 
= By = By , 
M = v a = 3 HR) 
ah oh ah oh 
现在 已 易 写 出 问题 (4) 的 最 优 性 条 件 
U' (ch?) h* = V,, i (6a) 
HOO , Boy  ,.— 1 36 E 
rio e — r| Vu + > Tuv. = 0, (6b) 





Vow + (280+ E2 — ev + vr — oJ. 


tly waa 


+ (23 —nu—8 trt e 3 





WV ww + SV an =0, (6c) 
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其 中 p= c/w, 
o, = V'a$ + 27 Cy/w)ag + Cy/w)'ot, OB X GOD 
99, 
> Sot eoa — Zom + EY Ves + Žo , a 
aa v 2 
Ei- on [2| Berne + Be 
B. 宏观 均衡 


依照 已 熟知 的 做 法 (参照 小 节 4. 2. 3 一 4. 2.5) , 设 在 宏观 均衡 时 上 一 Ky py 

为 常数 , V = aU C). 于 是 
= gh, y-—Y-—Bh, B= Aeg, (用 式 (1)、 式 (2)') 

为 写 出 均衡 时 与 和 的 动态 平衡 方程 ,假定 C= cK 完全 用 于 公共 教育 支 
出 ,此 外 不 再 有 其 他 的 公共 开支 ,以 便 使 模型 的 关注 点 集中 在 教育 上 . 这 样 , 可 直 
接 移 用 4. 2 节 中 的 方程 组 (38) ,只 是 令 其 中 的 mo HE, A ct eki c 得 到 

dk = (y — gk — c — ek)dt + y (duy — dug), 
P" = (gk — ty + br)dt + bdug + ydus. 

如 同 在 4. 2. 3 小 节 中 一 样 ,假定 duc 与 duy 是 外 生 的 Brown 运动 且 互 不 相关 ;7 
与 dus 对 于 个 体 是 给 定 的 ,但 最 终 将 由 模型 内 生地 确定 . 结合 式 (8) 与 均衡 条 件 
dk/k = db/b (Wi, 4. 2 4555 (3600018 1H 


(8) 


$—B—g—e— PE =r+ 3g — Br), (9a) 


du = B(duy — duc) = dus + "dus, (9b) 
HH y = w''E[dw/dr] 是 均衡 增长 率 . 由 方程 (9b) 推 出 
V?o& = B'(o& + vot), ony = Bot, 
0 = Bot, oi = ob oj. 


将 以 上 结果 代入 式 (7) ,得 出 均衡 时 有 


1 8o Bt, ; 
$3»^"- y T BP, 
Jo (7)' 
w “on F 
7 Jw = B'g vol. 
仿照 4. 2 节 式 (41) ,约定 如 下 复合 参数 : 
é= 0 -+ 1, =] — s, A= — Bao, 
| 十 q 1 o qoy (10) 
$ = BBA, Z=qt+ 06. 


作 了 以 上 准备 之 后 ,现在 已 可 利用 最 优 性 条 件 得 出 各 均衡 值 . 由 式 (6a) 一 式 
(6c)、 式 (9a)( 并 结合 式 (7)' ,4. 2 节 式 (42)) 依 次 得 出 
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abut = (Pg, Gist (6a)) (D 
Yr = HOM 4 Bigot + BBA— e + v(BP'A— Br + e); (用 式 (6b)) (12) 
A(éqv + 60q') = CM + adv), OB X (6c) ) 
. (13) 
P, = p — Bg! + eg! 一 + Brad! ot; 
uev. = IN — p), CFA (9a)) a4 
N = B — g — Bf — Bq oi. 
联 立 方程 (13) 与 方程 (14) 解 出 
v = E/F, E =ẸM — 0N, F-—€6(M--qN)—4Zi (15) 
k= DwWZ = DE/FZ, D=M+qN. (16) 
然后 以 p/v = D/Z 代入 式 (11a) 得 到 均衡 增长 率 : 
@=B—g—e—Z(M+qN). (17) 


如 同 在 4. 2 节 中 一 样 ,可 用 一 个 形 如 4.2 节 式 (92) 的 条 件 保证 165,» > 0. 下 面 假 
定 这 样 的 条 件 已 经 满足 . 

ESV = Vlk, 则 用 式 (11) 可 得 类 似 于 4.2 节 式 (74) 的 公式 ， 

— ln(oV) =olnD + InE — lnF 一 6bclne 
一 8bolng + lnky *Z7*) BQ. (18) 

利用 式 (18) 可 如 同 4. 2 节 中 一 样 进行 福利 分 析 . 不 过 ,鉴于 D,E,F 的 表达 式 都 
不 简单 ,很 难 在 如 此 一 般 的 条 件 下 得 出 具体 结果 . 因此 ,转向 考虑 某 些 特殊 情 
B. 

C. 参数 r,e 的 作用 

设 9= 0, 则 Ah 不 进入 效用 函数 ,这 意味 着 教育 还 停留 在 主要 为 生存 技能 训 
练 服务 的 低 水 平 阶 段 , 它 无 荔 于 增进 个 体 快乐 . 相应 地 , h 对 于 生产 的 作用 也 是 
次 要 的 ,因而 o 接近 于 1. 为 简化 计算 ,暂时 设 a — 1,03 = 0, 于 是 


B= Ae, €=1, q=o=Z, A—v, $—0; (用 式 (10)) 
M = p — Bo'r! 十 sc = E; ” “(用 式 (13) 、 式 (15)) 
N = Br—g; (用 式 (14)) 
v= M/D, p=M/o, F= D; (用 式 (15) 、 式 (16)) 
y = Ae’ —g—e—a'M—N. 《用 式 (17)) 


. 9M :oN aD 
Or 的 作用 .算出 2 = pe SY = B= P yg 
IQ 1 3M d 3D | Be! Bo' 


ər Mar Dar M D? OB X (O8) 


ZQ (Bo! )? B?o' 
av M D? < 05 
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2077 43; 7- 4, «0 (用 式 (17)) 


可 见 3Q/37r = 0 相当 于 MM=D, 即 NN = 0; 由 此 得 出 最 优 税率 
& 


vDo—-— 


5 T Ar 

当 r<r HEIL oc it, VAS r ERARA. f a¢/ar< ORR YRS 
rz 负 相关 . 这 就 得 出 :在 低 税 率 段 (0 二 + 二 r*), 对 收入 征 税 有 益 于 福利 但 有 碍 于 
增长 ;高 额 征 税 无 论 对 于 福利 与 对 于 增长 都 是 有 害 的 . 


Gi) e 的 作用 .算出 
32 A, Moar +, 
oN = 一 Arn 2D = Ae — Ar. 
TR 
2Q 12M ZID er FD sm 4 用 式 (18)) 
28 -- (2M) + BP] < 
av 2.40 lcg (用 式 (17)) 


因此 3Q/3e = 0 相当 于 (Ar 十 DD = (ac' 一 AOM, BI 
AM —— (Av + DN, 
由 此 解 出 最 优 的 se = e* ,其 中 
. _ AQ — As't) + (At — g)(Ar’ +1) 
(Ar 二 +1)(Ar— Ao') 

可 验证 0 二 e* —1 (车 g 不 太 大 ). 于 是 与 + 的 情形 类 似 ; 当 0 二 ee 二 e* 时 ,增加 
私人 教育 投入 有 益 于 福利 但 有 碍 于 增长 ;过 大 的 私人 教育 投入 对 于 福利 与 增长 
均 无 好 处 . 

以 上 结论 虽然 是 对 极端 情形 得 出 的 ,但 其 适用 范围 显然 可 以 适当 放大 ,综合 
的 结论 如 下 . 

命题 1 若 0,oi 与 w 适当 小 (这 意味 着 教育 只 有 轻微 的 福利 效应 ,生产 与 公 
共 开 支 仅 有 轻微 波动 ,人 力 资本 在 生产 中 的 作用 偏 低 ), 则 存在 最 优 税率 +* 与 最 
优 私 人 教育 投资 率 。* ; 在 低 税率 与 低 教育 投入 段 , 增 大 征 税 (或 私人 教育 投入 ) 
有 益 于 福利 但 有 碍 于 增长 ;过 高 的 税收 (或 私人 教育 投入 ) 对 于 福利 与 增长 均 无 
好 处 . 

以 上 结论 表明 , cr 对 于 福利 与 增长 的 作用 是 类 似 的 . Be 55 c 的 低 水 平 阶 
段 ( 现 实情 况 通 常 如 此 ,下 面 保持 这 一 假定 ) ,车 要 提高 经 济 增长 率 ,在 其 他 条 件 


E 
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不 变 的 情况 下 ,应 当 降 低 私人 教育 投资 或 者 降低 税率 ;车 要 提高 居民 福利 (当然 
指 长 期 福利 , 即 期 望 折 现 总 效用 ,今后 说 及 福利 时 总 保持 这 一 理解 ), 则 应 当 提 高 
私人 教育 投资 或 者 提高 税率 . 

一 个 更 精细 的 问题 是 :为 提高 增长 率 或 居民 福利 ,调节 私人 教育 投入 与 税收 
这 两 者 哪个 的 效果 更 显著 ? 这 相当 于 以 下 问题 :在 与 z 两 者 之 中 , Q 或 少 对 哪 
一 个 的 变化 更 敏感 ? 显然 ,此 问题 应 通过 比较 Q (或 少 ) 对 与 的 弹性 来 回答 . 


由 前 面 的 计算 已 知 2S > 0,22 > 0,2# < 0,24 <o. 今 估计 
aQ| |aQ 


de IT 
-—eo'[ DCAc + 1) — M(Ao'’ — Atr)] — Bo' (D — M) 
=eo'[AMo 十 Na(4r 十 1)] 一 4eccN 
=a0'[Ae(M+ N) — ANG — er')] 2 L; 

ag 
JE 


— T 


pmf: 

















o 














€ "joe +1) —Br= AG- Deal. 


T— T 


因 已 设 定 M> 0,D = M 十 oN > 0 (参考 4.2 节 式 (92)), 故 
| M+N=a1(D—oc'M>0, 
通常 C = gK 不 至 于 过 分 偏离 税收 r7 = BK, 因而 不 妨 认 为 N So RE 
IN| = |Br — gl 

WDE. 这 就 得 出 五 «0. 另 一 方面 ,通常 税收 不 至 于 远 远大 于 私人 教育 投入 , 故 
不 妨 设 之 rz 或 者 le — cl 适当 小 ,因而 7 > 0. 综合 以 上 分 析 得 出 以 下 命题 : 

命题 2 在 本 段 命题 1 的 条 件 下 ,假定 r 不 过 于 超过 se, Br 不 过 于 超过 g (或 
者 说 * 5 e,g/B 比较 偏 小 或 适中 ), 则 与 = 相 比 , V 更 敏感 于 z 的 变化 , 少 更 敏 
BF e 的 变化 . 

这 就 表明 ,在 以 上 命题 适用 的 范围 内 ,主要 关心 增长 的 决策 者 关注 的 重点 是 
私人 教育 投资 ,而 主要 追求 福利 目标 的 决策 者 则 更 关注 税收 (加 税 ). 

D. 参数 g,6 的 作用 

Jy dt 0 — oi — 0, AMS a= 0, 这 意味 着 人 力 资本 虽 无 福利 效应 ,但 对 于 生 
产 则 起 完全 的 决定 作用 . 此 时 有 

B—Aeg", €=1, q-—o—Z, A-—v, $—Bó'v, (用 式 (10)) 


M — p— Béo'c' 十 sc' =E, (用 式 (13) X 050) 
N-—B—g-—Bóv , 《用 式 (14)) 
F=D— BO'or, - 〈 用 式 (15)) 





(D 以 1990 年 美国 的 数据 为 例 : 当 年 公共 开支 占 GDP 的 比率 与 平均 税率 分 别 为 34. 6% 与 31. 2% , 依 
AWAIT g/B-34.69.t- 31.2%, Mi [Br 一 gl/g 22 1. 
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p= Aeg" —g—e—o-!M—N. 《用 式 (17)) 


GD g 的 作用 . 依次 求 出 
2B _ Bó aM __ Bior  aN  BYQ-—07) | 


ag g’ 3g g ^ 232g g 
aD Bó' (o — ót') oF Bó' (or — do't') 
= = = o, Go; 
Ig g ag g 
IQ aD 1 aM 1 OF 


以 上 表达 式 仍然 过 于 复杂 ,难以 确定 5 的 作用 . 若 88’ = 0, 即 $ osi EA 


aD aF IQ 
= 057 Jg TE 8 RK TEX 37 g 一 0 时 ,有 


3? aD aF 
26 7- Pla) m =- hae) o 
因而 9Q/38g = 0 Wi g= g" 使 V RRD. Ae’ 20, Mogg HVS 
g 负 相 关 . 另 一 方面 
29 2B 1 12D, Bv _ 
ag ag o dg go 
可 见 少 与 8 无 关 . 这 表明 g 的 福利 效应 与 增长 效应 是 不 同 的 . 当 0<3<1 且 9 


接近 于 0,1 时 有 类 似 结论 . 
Gi) ô 的 作用 . 由 InB = InA 十 6lne 十 6'lng 得 


aB E 

38 = B(ns 一 Ing) = Bln z’ 
3M  、 , AB_ gn, 
3à ^ óo'c 36 Bo'r, 


recap 


38  D38 M38 Fae 
车 二 g (这 意味 个 体 与 政府 用 同一 比率 投资 教育 ) , 则 08/20 = 0, 于 是 


1 39Q oc 0 975. 0 cg _ 
—Bé38 D^M FD MFM-P 
t 
=5 一 up — Br). 


如 同上 有 段 所 设 定 的 , g > Br 或 者 |g 一 Br| 适当 小 , 则 aQ/ad<o0, MV 55 0f 
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相关 ,因而 在 6==1 时 V ADR). MO=- 1 RRR = ck CLEHTPARERE, 
从 而 外 部 性 消失 ,此 时 个 体 决策 与 社会 计划 者 决策 一 臻 . 另 一 方面 , 当 s 一 8 时 乡 
= Ag — 2g — o D, KM 


29 __ 19D _ Br 
20 oc 36 > 0, 


即 少 总 与 9 正 相 关 . 这 就 得 出 以 下 结论 : 

命题 ” 若 教 育 仅 有 轻微 的 福利 效用 ,生产 与 公共 开支 的 波动 适当 小 ,人 力 资 
本 对 于 生产 的 影响 充分 大 ,私人 与 政府 的 教育 投资 比率 充分 接近 , 则 与 个 体 决 策 
相 比 ,社会 计划 者 决策 导致 较 低 的 福利 与 较 高 的 增长 率 . 


4.3.2 ”加 性 生产 函数 情形 


从 传统 的 观点 看 来 ,函数 (2) 似 乎 是 一 合适 的 生产 函数 . 不 过 它 有 一 明显 的 
缺点 :车 个 体 置 教育 投资 为 零 , 则 从 式 (1) 得 h 一 0 (除非 6 二 0), 因 而 从 函数 
(208 y = 0 (除非 a = 1 ), 尽 管 未 受 教育 的 非 熟练 工人 在 许多 不 发 达 经 济 体 中 
仍然 是 劳动 大 军 中 的 重要 部 分 . 如 果 采 用 生产 函数 (3) ,这 种 矛盾 就 可 以 避免 ,但 
这 导致 一 个 颇 不 相同 的 模型 . 

A. 最 优 性 条 件 

因 与 4. 3. 1 小 节 中 的 模型 相 比 , 仅 改变 了 生产 函数 , 故 凡 不 涉及 生产 函数 的 
公式 ,都 无 须 改 变 ,这 些 都 不 必 重 写 . 特别 地 ,问题 (4). 式 (5)、 资 本 增长 方程 (8) 
等 都 无 须 改 变 . 

但 最 优 性 条 件 (6b)、 最 优 性 条 件 (6c) 及 与 之 相关 的 公式 却 有 显著 的 改变 ,这 
是 因为 它们 用 到 y 的 新 的 表达 式 ，; 

y= A(ek + 0,6°R'G*) = AC k + Oh). 
这 引出 
EEE 
相应 地 , 式 (6b)、 式 (6c) 与 式 (7) 变 为 




















[Bo + are + He) e—r|V. el iy, (19a) 
[00 + Ave | e P" 

n vy — p — e d Vr 4 o + ES v. + Suv mw = 03 (19b) 
i A va- Zoe ale L9 ous Lo ， (20a) 
vis a oy |Z ei Ae + RE) Vom + Zot). (20b) 
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在 宏观 均衡 时 ,Y = aU (wi) 与 式 (11) 均 保持 不 变 . 变化 仍 来 自 y: 在 均衡 
时 , h = sig*k, 因此 
y =Y = Ae! + Qeg” )k & Bk, y/w = Bv. 
注意 此 处 的 B 与 上 小 节 中 的 B 并 不 相同 . 不 过 式 (9) 及 由 其 推出 的 o3 等 的 公式 
形式 上 仍然 不 变 ,将 其 代入 方程 (20) 得 到 





13e) Bea? 2 
2 3»  . " — BIB — Bot, 
Jo? (207 
P $4 =— BG — Biv oF, 
其 中 
B, = AC! + beg”), B — B, = Ad’ eg". (21) 


如 同 4. 3. 1 小 节 中 一 样 , 作 了 上 述 准 备 之 后 ,现在 已 可 得 出 类 似 于 式 (12) 一 式 
〈17) 的 公式 ， 
vr = poo /v -- V (Br — e) + B’got + BCB — Bl)v qo?; 
"i + 809) = v(M + qj), $= XB— BD, 


(22) 
M = p — Bog! + eq' — 4 BYqq' cl; 
人 ” ” (23) 
N = B — g — B,À — B'qoi. 
联 立 方程 (22) 与 方程 (23) 解 出 
v= E/F, E-—€M — 66q'N, 
| (24) 


F-—€D—$42, D=M+qN, Z=g+60; 
Ap 一 DZ = DE/FZ. (25) 
注意 ,形式 上 式 (24) . 式 (25) 与 式 (15)、 式 (16) 并 无 区 别 .但 因 M,N 已 有 变化 ， 
故此 处 求 得 的 wjy 与 4. 3. 1 小 节 中 的 结果 并 不 一 致 .形式 上 , 式 (17) 也 无 须 改 
7B 
$—B-—g—t—Z'(M--qND, (26) 
只 是 此 处 的 B,M,NN 与 式 (17) 相 比 已 不 相同 . 
B. 参数 的 作用 
Aen VC-) 的 陋 数 形式 及 式 (11) 均 与 4. 3. 1 小 节 中 一 样 , 故 式 (18) 依 然 
可 用 . 今 在 式 (18) 的 基础 上 讨论 参数 对 福利 的 影响 . 
G) r 5 e hE. # 0 —0, = oi — 0, Aj 
B=B =A, €=1, q=o=Z, A=r, $=0. 
进而 得 出 , M,N,D,E,F 的 表达 式 完 全 与 4. 3. 1C 中 一 样 . 这 就 表明 ,类 似 于 
4. 3. 1C 中 的 结论 保持 成 立 , 具 体 描述 如 下 . 
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命题 设 以 下 条 件 满足 : 

Ca) 教育 的 福利 效应 适当 小 (这 意味 9 过 某 个 小 正 数 )， 

(b) 教育 的 生产 效应 适当 小 (这 意味 着 0, < 某 个 小 正 数 )， 

(c) 公共 教育 开支 与 产 出 的 波动 不 明显 (这 意味 着 o6 某 个 小 正 数 )， 
则 存在 最 优 税率 cU 与 最 优 私人 教育 投资 比率 e; 当 0 二 r+<r* (MO<e<e") 
时 ,提高 税收 (或 提高 私人 教育 投资 比率 ) 有 益 于 福利 但 有 碍 于 增长 ;过 高 的 税收 
与 私人 教育 投资 对 于 福利 与 增长 均 无 好 处 . 

GD g 与 6 的 作用 . 因 g 与 出现 于 h 中 ,而 hh 在 生产 函数 (2) 与 生产 水 数 
(3) 中 的 作用 并 不 一 样 , 故 对 g ,6 作用 的 分 析 有 所 不 同 . 

首先 考虑 g. 仍 设 9 = oj = 0,00 = 0. 分 两 种 情况 考虑 . 若 6 = 0, XU 


B=Ale 645), 2P = A8, 


M = p — Bi't + e = E, aM _ o; 

N=B—g— Br, ZN = 40 一 1 

aF 

2D oA0 一 D， 3 一 0， 3E 
& 

aQ_ oD 193 


ag Dag Fag’ 
M aQ/ag = 0 时 ,有 


PQ 1 aF\? 1 3 站 1 {12D 
ag (F ag] ID ag] ^ 7 





aQ _ aD _ paF 
3. 一 0 相当 于 oF 5 一 D5; 即 


(M + oN)[A9, Co — t) + o! ] = Adar (AD, — Dg, 
由 此 解 出 g RE RT: 
. LA, Co — t) + e' ])Co + eo' + Ae'or — Ae'o' v) 
8 = eo! (1 — A0) (1 — AÓ,7) ' 
Eg >0,W40<g<g' 时 V 与 g 负 相关 . 
# ô= 1, M B = B= Ale +e), D =F, 





2B. 2M 3E |y aD__, 
ag ag ag ” ag | 
于 是 
IQ d 3D oo 
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综合 以 上 两 种 情况 可 得 出 以 下 结论 ;在 教育 的 福利 效应 不 很 大 、 产 出 与 公共 
开支 波动 不 明显 、6 充分 接近 于 0 或 1 的 情况 下 ,公共 开支 比率 g 从 较 小 的 数值 
开始 升 高 将 不 利于 福利 . 另 一 方面 , g 的 变动 对 于 增长 则 无 明显 影响 . 
其 次 考虑 的 作用 . 类似 于 4.3.1D 中 的 做 法 , 设 9= of = 0, = g, Wi 
B = A(e’ 二 0e), By — Ace’ + 60.e); 











aB 3B, — 
38 9 ga ~ As 
2M _ yp AB aN 2B, _ aD 
ao ^ 38 — 38 — 38" 
E =M, F=D-— Aé'eé,ar', oF 一 一 Aeh tT; 


如 同 4. 3. ID 中 已 指出 的 ,通常 e= g o Br, 因此 3Q/36 <0. 这 就 达到 与 4. 3. 
1D 类 似 的 结论 . 
命题 ” 设 教 育 的 福利 效应 及 产 出 .公共 开支 的 扰动 都 适当 小 ,私人 与 公共 教 
育 投资 比率 充分 接近 , 则 与 个 体 决 策 相 比 , 社 会 计划 者 决策 导致 较 低 的 福利 与 较 
高 的 增长 率 . 
C. 内 生 确 定 s 
前 面 将 看 作 外 生 的 ,这 意味 着 个 体 决 定 教育 投资 比率 时 并 无 选择 余地 . € 
也 许 取 决 于 传统 与 习俗 ,这 并 非 毫 无 道理 . 但 对 于 一 个 理性 的 个 体 来 说 ,这 毕竟 
是 一 个 不 合 情 理 的 约束 .更 自然 的 选择 必然 联系 于 效用 最 大 北 ,因而 。 更 可 能 作 
为 决策 问题 的 控制 变量 . 现在 就 来 考虑 一 下 ,在 作为 控制 变量 的 情况 下 ,问题 
的 均衡 值 将 有 哪些 变化 . 
首先 ,最 优 性 条 件 (19) 需 作 修改 . 求 出 93h/9e = 6h/s， 
ay — =“. 20 h -中 
ge 
条 件 (19) 再 增加 如 下 条 件 : 


2 
| +89 十 Ave e q 26 ohh 一 1] 一 ev. ++ OV us =0, (19c) 


十 一 


其 中 


2o! 00 ‘on, 
5 He ae + =| (von + Za). (20c) 





196 宏观 经 济 的 随机 模型 


在 均衡 时 式 (20c) 简 化 为 


ao 
+ ae =— B(A — Bv ot. (20c)' 


以 此 代入 式 (19c) IFO K =k, 得 
pod + ACB, — A) — e» = Q. 
此 式 与 u/v = D/Z ( 依 式 (25)) 联 立 得 
60(M + qN) = Z[CA — B,)A+e], 

Bp 80| p+ Ba — ga — Bà eg — 2325 

= (q + 00)(AA — BjÀ + e). (27) 
注意 其 中 B 与 B1 均 包含 &. 方程 (27) 就 是 所 需要 的 决定 均衡 值 的 方程 , 因 它 是 
非 线性 的 ,并 不 能 求 得 s 的 明显 表达 式 . 

若 取 0 = oj — 0, 则 方程 (27) 简 化 为 
rr(A—B)+e=0, 

由 此 解 出 ` 


1/8 


c= “(ae (28) 
式 (28) 表 明 5 Aig, 正 相 关 , 与 + 人 负 相 关 . 这 表明 以 下 每 种 情况 都 促使 个 体 
将 其 资本 的 更 大 份额 投入 教育 :生产 力 提高 ;公共 教育 投资 比率 增加 ;教育 对 于 
生产 的 贡献 增 大 ;税率 下 降 . € = g 的 充 要 条 件 是 

A60, = Ar 十 1， 
即 Ar = 1/(0, — 1). 


4.3.3 R&D 与 消费 优化 


今 将 4.1.3 小 节 中 考虑 的 R&D 模型 改造 成 一 个 消费 优化 决策 模型 ,从 而 可 
对 其 进行 福利 分 析 , 并 由 此 导致 一 定 政策 结论 ， 
A. 模型 与 最 优 性 条 件 
依 4. 1. 3 小 节 中 的 记号 ,分 别 以 a 与 Y 表示 技术 的 期 望 增长 率 与 总 产 出 . 不 
考虑 人 口 增长 ,因而 不 妨 设 工 = 1. 相应 地 ,将 4.1 节 中 式 (21) 与 式 (22) 修 改 为 
ga = Ca(K/A):, Y= CyK'A’, (29) 
EP Ca Cr E> 0 5 à € (0,1) 是 外 生 常数 .如 4.1 节 中 所 提 到 的 , C4 与 Cy 反 
映 了 经 济 资源 在 R&D 部 门 与 生产 部 门 的 投入 ,因而 可 看 作 政 策 参 数 . 此 处 没有 
采用 更 具 一 般 性 的 ds = CKA (参看 4. 1 节 式 (22)) ,是 因为 我 们 希望 在 均衡 
BY K/A,Y/K 5j du 均 为 常数 ,而 这 就 要 求 采用 如 式 (29) 所 表达 的 如 与 了 .4 与 
K 的 增长 方程 在 4. 1 节 式 (23) 的 基础 上 得 出 ,关键 的 修改 是 , 因 储蓄 取决 于 消费 
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优化 决策 , 故 以 (Y — C) BUR SY, 从 而 
= (Y — C)dt + Kdux. 
以 上 方程 正好 与 4. 2 节 中 的 方程 (16b) 相 当 . 社会 总 消费 C 取决 于 社会 计划 者 决 
策 . 社会 计划 者 在 选择 C 时 ,不 仅 考虑 公众 从 消费 C 中 获得 的 效用 ,而 且 也 考虑 
技术 进步 的 福利 效应 . 发 达 的 技术 不 仅 有 助 于 提供 更 多 优质 消费 品 ,而 且 为 人 们 
带 来 更 多 的 闲暇 、 更 慨 意 的 业余 生活 、 梦 幻 般 的 娱乐 ,以 至 整个 地 改变 人 们 的 生 
活 方 式 . 由 此 看 来 ,直接 将 技术 置 人 效用 函数 是 合理 的 . 
综合 以 上 考虑 ,现在 可 将 社会 计划 者 的 最 优 决 策 问题 表 为 


max E "e^*'U (C(t) AXE) dt, (30a) 
0 

s. t. dA = A(g4dt + dug), (30b) 

= (Y — C)dt + Kdux, (30c) 


Hp o> 0 是 外 生 参 数 ， cherie A 对 于 消费 者 效用 的 重要 性 ; ya SY RK 
式 (29), 4(0) = A, 5 K(0) = KK, 是 给 定 的 ; du, 5j duy 是 Brown 运动 ,它们 受 
到 下 面 将 给 出 的 均衡 条 件 的 约束 ( 见 式 (34)). 问题 (30) 没 有 考虑 政府 的 财政 政 
策 ,这 可 以 使 模型 简单 些 . 不 过 ,R&D 问题 必然 联系 于 政府 预算 ,在 一 个 更 精细 
的 模型 中 应 考虑 到 这 种 关联 性 . 


问题 (30) 是 含 两 个 状态 变量 4 LK 的 自治 的 随机 最 优化 问题 ,其 最 优 性 条 件 
可 依 3. 3 节 式 (5) 标 准 地 写 出 .以 了 = VCA,KO ROO MARR. WSs 
3.1 节 式 (46)) 


LV = 44,AV, 十 (7 一 C)Vr 十 FAV an + 20 4k AKV ax + ok K?V ky). 


于 是 ,问题 (30) 的 最 优 性 条 件 为 
oV =U + dAAV a + qv = OV. 


+ E Coh AV a4 + 204 AKV a + ORK'V gx), (31a) 
0 = U'(CA*) A’ — Vx, (31b) 
PV a = U' (CA*)C80A*! 十 & dV, 十 VAAV aa 十 a! (Y/A)Vx + Y = COV ak 
十 F (20% AV aa + oh AFN aaa + 20 Ak KV ax 


十 204k AKV aar + ok KV ixx), (31c) 
PV x = E(ha/K) AV a + Pa AVax + a(Y/KOV x + (Y — OV xx 


+ RAV aax + 204k AV ax + 20 Ak AKV ax 


十 20k KV kx + ok K*V xxx). (31d) 
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利用 式 (31b) ,可 将 式 (31c) 右 端 第 一 项 改写 成 COVx/A. 


B， 均 衡 
依照 已 熟知 的 思路 , 设 在 均衡 时 
HB £x C/K zx const, v & A/K = const; (32a) 
XE: © (32b) 
BLA =K RARO | 
ya =C ag, Y/K — Cy SB, (33) 


结合 式 (32b) 与 式 (30b) 3X (300) . 式 (32a) 38 (332 , 18 38 
gdt + du, = (B — wdt + dux. 
可 见 在 均衡 时 有 
y= B — Kep = B — p), (34a) 
{ dua = dux, 0% = Gak = ok. (34b) 
”参照 4.2.2D, 设 V = aA'K*, 其 中 参数 a <0 GORUC «0105 p fi 
定 . 依次 求 出 
AV, =V, KVx-qV; 
AV 4a 一 一 pp'V, AKVax = pgV, K’Vex =— qq'V 
AV aaa = pP — POV, K*Vexx = qq' (2 —q)V; 
AKV aax — — pp'qV, AK?Vaxx — — pqq'V. 
将 以 上 各 式 及 式 (32) 一 式 (34) 代 人 式 (31) ,经 化 简 后 得 





R = Ly HORM + gs, (31a)! 
ag = u^ -* KW, (31b)' 
一 TB + On) + 4G—£, (31c)’ 
R=oB + g( ££ — 9), Bid)’ 
其 中 
s=pta, R= pt ETE, (35) 


Hi 3X (31b)' 48 tH. s = 00' <0,aqg>0, 从 而 gq <0. 于 是 可 将 式 (31a)' 与 式 (31b)/ 
简化 为 


| = E gs, (36a) 


aq = u V -. (36b) 
经 过 仔细 分 析 发 现 , 形 式 类 似 的 方程 (3lc)' ,方程 (31d)' 与 方程 (36a) 并 非 相互 
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独立 ,因此 只 需 保 留 方程 (36a) 及 由 式 (31c) 、 式 (31d)' 相 减 而 得 之 方程 
利用 方程 (36a) 一 方程 (36c) 及 w — B — 9 QKSX G4200 ,已 可 完全 确定 均衡 值 w， 
v R$ aq (注意 请 一 bo 一 9 ). 

不 过 ,从 所 得 方程 组 解 出 x,v,a,g 并 不 容易 .下 面 所 用 方法 的 特点 是 :将 pw， 
a,q 均 表 为 的 函数 ,而 > 则 由 某 个 方程 确定 . 将 B， 少 视 为 已 知 , 并 用 之 一 一 和 ， 
将 式 (36c) 化 为 关于 d 的 二 次 方程 : 

vg’ — qa! (eB — Ey) — go"? = 0. 
由 此 解 出 (注意 g <0, <0) 
q= E — Ep + V (aB Epy + Eg] Aq. (37) 


结合 式 (33) 与 式 (37) 不 难看 出 , 当 v€ (0,09) tq) 是 有 界 的 .以 g — 900 4X 
人 式 (36a) 得 到 关于 v 的 方程 


R= f + gs a po), (38) 
FP RRG), 9 = 900 RAGI), p= BO) — $62 2 vO). BO) —0 
= d(oo) 与 B(co) = œ = 4(0) 得 出 9X0) =— co,9(oo) = oo, 因此 ,方程 


(38) 必 有 和 解 v > 0. 确定 一 个 这 样 的 v — 0, 并 将 其 代入 式 (37) 及 4 二 B 一 y, 式 
《36b), 即 得 到 所 要 的 9,p,p,a. 
以 了 一 C = OK (用 式 (32) 减 去 式 (34)) 代 入 方 程 (30c) 得 
dK = K(¢dt + dux), K(0) = 
由 此 积 出 (用 3. 2 3535 (200) 


2 
Ko = Kexp|| o — Éji ux}. 





于 是 
E. [eU «co ACE) ) dt 


=E, | e= U opto» (用 式 (32a)) 


=U Gs KD |” Evexp| — pt + Vo’ 








乡 一 ^ t+ 8s uy Co) at 





o0 fd 
=U WIRD exp| 一 [e — gs + ETE t jae (用 3.1 PEGN) 
=U o» Kb | exe — P$) à 《用 式 (36a)) 
VK; 





| SU GARD 二 一 





ovo! 
— 0 
" maz >o) 


qr 
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=a» K; = a A$K}, (用 式 (36b)) 
ARRUE T VA Ko) = aAGK3. 注意 ,上 述 演算 中 用 到 关键 事实 4 二 0 CEA 
< 0 ), 即 
B — 4 = Cy —Car 50, 
或 
v> (CA/Cy) 7*9, (39) 

其 中 v 由 方程 (38) 决 定 . 式 (39) 给 出 对 模型 参数 的 一 定 限制 ,下 面 假定 这 一 条 件 
已 被 满足 . 

读者 可 注意 到 方程 (38) 并 不 提供 v 的 显 式 解 . 这 一 点 或 许 还 不 是 主要 问题 ， 
真正 成 问题 的 是 g 依赖 于 v 且 表达 式 (37) 颇 不 简单 ,这 给 下 面 的 分 析 造 成 很 大 
X. 例如 ,车 要 从 方程 (38) 求 v 对 某 个 模型 参数 的 导数 (下 面 就 要 作 这 种 计 
算 ), 则 势必 要 能 求 出 gq G2, 而 用 式 (37) 却 很 难 做 到 这 一 点 . 有趣 的 是 ,有 一 特 
殊 情 况 可 以 避免 这 一 困难 ,这 就 是 如 下 条 件 满足 的 情况 : 


t 
ax 
€ 


= oy a" (40) 
在 条 件 (40) 之 下 ,不 难 验证 ,可 取 
pc O+, qa, (41) 
此 时 方程 (31a)' .方程 (31d) 与 方程 (36a) 都 简化 为 同一 个 方程 
R = aB + JG — a) = aCy + Cav f(s — a) A 9G). (42) 


由 式 (42) 可 直接 看 出 9X0) = 一 oo, 9(o9) = co, 

g w) = aa'Cyy “+ F(a — s)Cav 51 0, 
E Jb d 7j 8 (42) RT PE — He — CR) > 0. 若 进而 取 6 = 0 (这 意味 着 不 考 
虑 技术 的 福利 效应 ), 则 


E=a, p-—ao, g-ao, s=a'; (43) 
而 不 等 式 (39) 则 简化 为 ”之 Ca/Cy, BB 
R > «C4/Cy) = o' CHC}. (44) 
只 要 ok BKK ARTE (44) ETE. 


C. 福利 分 析 
取 定 K, > 0, $ A, = 天。 Wi 
V —V(CA,,K,) = aASK$ = av K; = d (用 式 (36b)) 
著 以 式 (37) 所 表 出 的 g RAELA, MIRRE V 进行 分 析 . 因此 下 面 考 虚 由 式 (40) 
限定 的 特殊 情况 ,这 一 情况 固然 受到 局 限 , 但 其 结论 颇 能 说 明 问 题 . 因 d9 = ao 
( 依 式 (41)), 故 有 
— In(ac'V) = olny — Oo'lny — slnK, &Q. (45) 
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设 4 是 异 于 9,0 的 外 生 参 数 , 则 


aa waa vy 3A (46) 
使 人 感 兴趣 的 参数 是 C4,Cy 与 ok, 三 者 分 别 表示 对 研发 .生产 投入 的 力度 与 资 
本 积累 的 风险 . 为 用 式 (46) 计 算 2Q/2A,A = C4,Cy,ok, BB 2v/2A, 为 此 利 
用 方程 (42) (车 用 式 (38) 则 困难 得 多 D): 
ay = eo Drs 








3C, 
av ay te 
3G, OF «o, 
av _ ssy 0 
a oi 2F ’ 


ith F = aa B + gêla — 5) > 0.. AER p= C — Cur 与 式 (46) 得 


IRQ c -] oc dv 
22 -z[([ 4% 36, -vt] 


y aC, 
2 Bo + Ega — bpr |. 3v Li 














gV ac, pe 
ZUB: — 66 — ob) + eple — 51 (47) 
p 
类 似 地 ,可 算出 
acy 一 Fp 
aQ _ s [Baa — 6s) + plo + 6c J (49) 
ck 2Fu 
注意 到 o < 0,b — a0 一 abo «0,B > 9 (用 式 (39)), 有 
IQ — a! BÜac' 
2C,7 Fu > 0. 


类 似 地 ,可 从 式 (49) 推 出 3Q/3 吃 <0. RRB QC, 正 相关 ,而 与 ok 负 相 关 . . 
另 一 方面 ,有 


可 见 市 场 风险 的 福利 效应 与 增长 效应 恰好 相反 ,这 是 已 多 次 证 实 的 结论 . 

式 (48) 似 乎 并 不 直接 显示 3Q/3Cy > 0, 但 这 无 疑 是 可 期 待 的 结论 . Q 无 论 
5j C, 还 是 与 Cy 正 相关 ,都 是 意料 中 的 事 , 并 无 深意 . 较 有 趣 的 问题 是 QQ 对 Ca, 
Cy 中 哪 一 个 更 敏感 ?这 依赖 于 弹性 计算 (参看 4. 3. 1C). 为 简单 起 见 , 取 909=0, 此 
时 式 (47)、(48) 都 变 得 很 简单 ,因而 容易 算出 
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C aQ -c IQ _ Sao! t 9Cy — a'oc' BC, 
^ 3C, Y 2C, Fp 
_ — o'CaCy "(1 一 2a) 
= Fp : “〈 用 式 (43)) 


上 式 右 端 在 0 二 a 过 1/2 时 为 正 ,而 在 1/2 二 0 <<1 时 为 负 . 这 就 得 出 结论 ;车 a 
<a! 《这 意味 着 技术 对 于 产 出 的 贡献 大 于 资本 对 于 产 出 的 贡献 ), 则 加 大 对 R&D 
部 门 的 投入 ,对 于 增进 福利 的 效果 更 为 显著 ; 若 a o^, 则 结论 恰好 相反 . 若 0 > 
0, 则 仍 可 得 出 类 似 结 论 : 当 “ 适 当 小 时 (未 必 正 好 是 “< 1/2 0 ,福利 增进 更 敏感 
地 依赖 于 对 R&D 部 门 的 投入 ; 当 w 适当 小 时 结论 相反 . 


4.3.4 两 部 门 资源 最 优 配置 


一 个 自然 而 有 意义 的 问题 是 :应 如 何在 物质 产品 生产 部 门 与 人 力 资 本 生产 
部 门 (不妨 认 为 后 者 为 教育 部 门 ) 配 置 资源 ,以 实现 社会 福利 的 最 大 化 ?此 问题 可 
用 类 似 于 4. 3. 3 小 节 中 的 方法 来 进行 研究 ,只 是 涉及 更 复杂 的 计算 . 

A. 模型 与 最 优 性 条 件 

依 4.1.2 小 节 中 的 记号 ,分 别 以 五 与 K 表示 人 力 资本 与 物质 资本 的 社会 总 
存量 . 其 次 , 设 人 力 资本 与 物质 资本 的 期 望 变化 率 分 别 为 了 与 (Y 一 C), 其 中 

I — C, KOH), Y= CuK OH", (50) 
uv € (0,1) 分 别 为 物质 资本 与 人 力 资本 投向 生产 部 门 的 份额 ,它们 将 由 一 个 最 
优 决 策 决 定 ; Ci,Cy > 0 与 w,8E (0,1) 是 外 生 参 数 . 式 (50) 表 明 , 人 力 资本 如 同 
物资 产品 一 样 , 均 以 常数 规模 回报 的 形式 “ 产 出 ”, 这 基本 上 是 合理 的 . 物质 资本 
的 增长 仍然 依据 方程 (30c) ;而 人 力 资本 的 增长 则 依据 类 似 的 方程 
dH = Idt + Hduy. 

会 计划 者 应 最 优 地 选择 社会 总 消费 C 与 资本 配置 比率 uv, 以 使 社会 福利 最 

cg uk Bein CREOLE Oe RE, 


max E, e-"'U CeCe) de, l| (51a) 
s.t. dH = Idt + Hdu;,, (51b) 
= (Y —C)dt + Kdug, (51c) 


Rp LQY 依 式 (50), HOO) =H, 5 KO = 天。 是 给 定 的 ; dus 与 dux 是 Brown 
运动 ,它们 将 受 一 定 均衡 条 件 约束 . 

除了 新 增 控制 变量 u,v 之 外 ， 问题 (51) 与 问题 (30) 是 高 度 类 似 的 ,因而 其 分 
析 方 法 亦 很 接近 . 

WV —VOGI,K) 记 问 题 (51) 的 值 函 数 ， 则 可 标准 地 写 出 类 似 于 式 (31) 的 最 
优 性 条 件 : 
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pV —U --IV u+ — OV e+ Gh&H'V uut 20ne HKV ux FORK 'V xe), 
O=U'—Vx, 

0= 一 ee 

fF I 





DVP 一 Biy cma veer OV ux 


+> L (20g HV na -- od H*V yuu +H 204 KV ak 4-20 gk H KV nur t+ okKV ukk), 


n 2 V+ (Y — CV x 


+> L Cog EV ua + 2G yk HV + 20 4k H KV ugr t+ 2054 KV kx A 0k K?V xxx). 


ARGO 与 式 (524) 得 


wap ^5 
由 此 解 出 
bu ' ul 
CT ow "TI 


可 见 ”由 zx 唯一 决定 . 
8B. 均衡 
类 似 于 式 (32) ,对 于 问题 (51) 提 出 如 下 均衡 条 件 : 


y2 g = const; AA K = const, u = const; 
dH _ dK 
H K° 
以 式 (55a) 代 人 式 (50) 得 
1\B 
i 一 ci ^ v? Ad, H = Cyu* (hv)* A B. 





因此 了 一 C= (GB 一 jy)K, 于 是 结合 式 (55b) 与 式 (51b)、(51lc) 有 
ddt + duy = (B — pdt + dug; 


| 人 wo， 


du, = dux, oF = Ouk = Ok. 


203 


(52a) 


(52b) 


(52c) 


(52d) 


(52e) 


(52) 


(53) 


(54) 


(55a) 


(55b) 


(56) 


(57a) 
(57b) 


类 似 于 问题 (30) , 设 V = aH’ RK’, 其 中 参数 a 二 0 与 p,q 待定. 类似 于 4. 3.3 
小 节 , 形 如 HV u = pV,KVx = qV 一 类 的 式 子 是 明显 的 ,不 必 一 一 写 出 .将 这 类 
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公式 及 式 (55) 一 式 (57) 代 和 人 最 优 性 条 件 (52) ,得 到 


"K*-: 


REC) (R,s 依 式 (35)) ^ (822)! 
aq = h’ uK, (52b)! 
a’ Bqu' = Bwpu, (52c)' 
a! Bqv' = p'ópv, (52d)' 
R= UM + 4G — B, (52e)' 
R — «B + of FE — 9]. (52f)’ 


Fy sk (52a)! 98 s = o's 用 式 (53) 可 验 知 式 (52c) 955 (52d)! ;类似 于 对 条 件 (31》 
的 分 析 ,形式 上 相近 的 条 件 (52a)'、 条 件 (52e) "与 条 件 (52f) 并 非 互 相 独 立 , 因 此 
可 以 式 (52e) 与 式 (52f)' 相 减 所 得 之 方程 取代 式 (52e) 与 式 (52f) . 经 过 这 些 处 
理 之 后 ,条 件 (52)' 简 化 为 


R= 4go, (58a) 
aq = h *u^*, (58b) 
aBqu' = Popu, (58c) 
Bq(q — a0') + $p(q — Bo’). (58d) 


X8 53x (54) 3 57a) — GE HEUS 6 个 方程 ,它们 正好 用 来 确定 均衡 值 hy,u， 
v 与 参数 a,g GER p — o — a0. 具体 做 法 颇 类 似 于 4. 3. 3B 中 的 方法 : 求 出 用 
表 出 其 余 各 均衡 值 的 公式 ,然后 导出 确定 u 的 方程 .首先 ,由 式 (58d) 得 出 关于 9 
的 二 次 方程 


jig? — go' (aB — Bp) — Bgo? = 0. (59) 
另 一 方面 ,从 方程 (58c) 解 出 
q= ab (60) 
联 立 式 (59) 与 式 (60) 消 去 9, 得 到 方程 
à Bu! = du(ap! — Yu), Yra~— f. (61) 


然后 依 式 (56) 消 去 上 式 中 的 BB 与 得 


pit? 一 CrCep — Yu)( u 
aC, v 


d "AR 


, 








u! 





再 用 式 (54) 消 去 vv 得 
_ C; Cap’ — Yu) 1/ +8) 
h= EL 二 Way | 
将 式 (54) 与 式 (62) 代 入 式 (56) 得 出 B= Blu), y = du), HMB «= B—9— 
pu) 与 g = q(u) (用 式 (60)) 及 a = alu) (用 式 (58b)), 这 就 只 余下 确定 ux 了. 


A h(u). (62) 
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为 确定 uy 利用 方程 (58a): 

Ro! = plu)q(u) + ude”? ^ qu). (63) 
利用 式 (54)、 式 (56) 与 式 (60) ,不 难 求 得 函数 C0. 的 表达 式 , 但 因 其 过 繁 而 不 便 
写 出 . 实际 上 ,只 需 依次 求 出 


u=0>0=0, u-]l—v-1l; (用 式 (54)) 
h(00) 20, ACD > 0; 《用 式 (62)) 
Bo) =0=¢01), Bl) > 0, #0) > 0; 《用 式 (56)) 
#0) ——4(0«0, #1) = BI) > 0; 
q(u) ID IE | 《用 式 (60)) 

— BC;o' 

^ aCyh1 *? (o /u)* Cu! /v' )* + BC, CHK C560) 

C ;o' 
=e ER 〈 用 式 (54)) C64) 


qo) <0, gd) «0; 
(0) = #(0)q(0) + $0)? > 0, 
, 90) = 4O040) < 0. 

因此 ,只 要 p 5 ok Eh JA fi Ro! 接近 于 零 时 ,方程 (63) 必 有 解 w€ (0,1). F 

ite 是 方程 (63) 的 解 .一旦 确定 了 均衡 值 x, 依赖 于 zx B vh a ba 亦 随 之 
确定 , 且 可 设 a,g «0, p. h 7 0, 这 些 不 等 式 可 由 对 模型 参数 的 一 定 限 制 保证 . 如 
同 4. 3. 3 小 节 中 所 作 的 ,利用 pq 二 0 及 式 (58a)、 式 (58b) 可 验证 值 函数 V = 
aH*K* 的 设 定 正确 ,这 些 都 不 必 一 一 写 出 . 

由 式 (62) 与 式 (64) 所 表达 的 hu) 5 q Gu) 都 不 很 简单 ,这 对 于 进一步 的 模 
型 分 析 将 是 一 个 障碍 . 如 同 在 4. 3. 3 小 节 中 一 样 ,有 一 个 值得 注意 的 特殊 情况 ， 
Ep a = p 的 情况 . a = 8 意味 着 物质 产品 与 人 力 资本 的 “ 产 出 ”依据 同样 的 “生产 
函数 ”, 这 当然 未 必 尽 合 现实 ,但 这 种 简化 有 助 于 获得 更 肯定 的 结果 .车 a = B, 
则 5 = 1 ( 依 式 (53)), u = v (RAGA), 





a! C, 
h = aC; ! (用 式 (62)) 
B = (a! /a)*uC{Cy, y= (a/a )"w CYCy; (用 式 (56)) (65) 
C1 C$(u — a) 
-三 a É, (66) 
q=, pac. (用 式 (64)) 


将 以 上 所 得 的 ida 代入 方程 (63) ,可 解 出 





TON (67) 
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C. 参数 的 作用 

类 似 于 4. 3. 3 小 节 ,考虑 参数 Cr,Cr 与 吹 的 作用 ,其 中 C 与 Cy 可 分 别 看 作 
人 力 资本 与 物质 产品 的 生产 力 参 数 . 例如 ,Cr 是 反映 生产 部 门 的 技术 水 平 、 管 理 
状况 .工作 效率 等 的 一 个 综合 指标 . 监 于 均衡 值 对 于 Cr Cv ok 依赖 关系 的 复杂 
性 (例如 参见 式 (62) 与 式 (64)), 首 先 考虑 “= B 这 一 特殊 情况 . 为 得 到 确定 的 结 
16 ,还 作 以 下 假定 : 吃 相 对 于 其 他 参数 是 偏 小 的 ,因而 可 设 尺 之 0 且 尺 也 是 偏 小 
的 (注意 o 通常 是 较 小 的 ). 由 式 (67) 直 接 看 出 


24 <9, A= Cu Cook. 
由 此 可 见 , 生 产 部 门 或 教育 部 门 效率 的 提高 或 风险 加 大 ,都 会 促使 物质 资本 流向 


教育 部 门 . 其 次 ,由 式 (65) 有 


39 ath du 
ac; C; u! ac; ^ 98 


39 op  $ uy, 
aCy Cy u! ac, 7 9: 





ay fp au 
3 u aci ^ 9 


这 就 表明 ,提高 生产 部 门 或 教育 部 门 的 效率 .加 大 风险 ,都 会 加 快 经 济 增长 . 
为 做 得 更 精细 些 ,将 式 (67) 写 作 4 一 1 一生 +g, WA 


gt y 24 __ ag, 
Ci3c; = eg, Cae 一 eg; (68) 


o! a! 
u-~a=—"2 E gl, 


HB e 是 偏 小 的 . 下面 就 要 用 到 这 些 结果 . 
RE K. > 0, $V ==aHfKs = ah’ K? ， 则 
y= Si GER (58b) 5j q = ao^) 


— In(ac'V) = olny — o'lnK, 2 Q. (69) 


_ eC; ðu 
Cr3c, 9G, +i CFA SK C662) 











£ 
Sjo (用 式 (68)) 








1— 4 |> 0; (用 式 (66). 式 (68)) 


一 了 -i (用 式 (66)) 





第 4 章 连续 时 间 随 机 模型 207 


由 此 可 见 , Ci 与 Cy 有 正 的 福利 效应 ,而 吃 则 有 负 的 福利 效应 . 因为 


9 9 
C138 — Cy $B = oa! — (1 — g E 


u-—a 





上 式 右 端 与 w 一 2 同 号 , 故 当 o > (90 «a 1/2) 时 ,提高 教育 部 门 的 效率 对 
于 增进 福利 有 更 显著 的 效果 ; 当 o < a 时 则 相反 
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4.4 d$ vt 


在 2. 5 节 中 我 们 已 讨论 过 若干 随机 投资 模型 ,现在 过 渡 到 相应 的 连续 时 间 
模型 . 本 节 将 沿用 2.5 节 中 所 设 定 的 市 场 框 架 , 即 分 散 化 的 投资 主体 (厂商 ,消费 
者 .基金 会 及 任何 以 赢利 为 目标 的 投资 个 体 ) 在 一 个 随机 环境 中 进行 决策 ,接受 
由 市 场所 决定 的 约束 条 件 ,并 在 这 些 条 件 下 选择 最 优 的 投资 计划 ,以 最 大 化 其 期 
望 折 现 总 利润 . 与 离散 模型 比较 ,连续 时 间 模 型 有 以 下 特点 . 

O 目标 函数 :决策 者 的 期 望 折 现 总 利润 


v= Es| e-«coar, 
0 


其 中 7 是 资本 利率 , x(z) 表示 投资 者 的 动态 利润 函数 . 一 般 地 总 有 
动态 利润 (x) = 收益 (y) 一 RAC), 
但 对 于 y 5 C 的 具体 设 定 则 有 多 种 可 能 的 选择 . 
GD 约束 条 件 :一 般 表 示 为 
资本 增 量 (d&) = 投资 (1) 一 折旧 ， 
它 通 常 是 包含 &, 了 的 一 个 SDE. - 
投资 决策 问题 通常 是 以 投资 工 为 控制 变量 .以 4 为 状态 变量 的 随机 最 优化 





第 4 章 连续 时 间 随 机 模型 209 





问题 . 对 这 类 问题 ,很 少 能 求 出 最 优 投 资 计划 100. 与 最 优 资本 增长 轨道 (2) 的 
明显 表达 式 .但 如 果 能 得 出 联系 了 与 & 的 某 个 公式 (投资 策略 函数 ) , 则 亦 可 获得 
某 些 定性 结论 ,因而 在 一 定 意义 上 可 以 认为 问题 得 到 解决 . 


4. 4. 1 9 理论 模型 


关于 投资 的 g 理论 首先 由 Robin 在 确定 性 的 条 件 下 给 出 , 今 将 其 推广 到 含 
随机 扰动 的 情况 . l 

A. 模型 与 最 优 性 条 件 

在 2.5 节 中 考虑 了 离散 的 厂商 投资 问题 (5), 今 保持 其 主要 特征 推广 为 一 个 
连续 时 间 问 题 : 


| max Eu| ends, n= f(k) -w—I—Cd), (la) 


s.t. dk = Idt + gdu, k(O) = ko. (1b) 
其 中 利润 函数 x(.) 明显 地 对 应 于 2. 5 35 0D: y — S) 是 厂商 的 产 出 ;投资 成 
本 由 工资 支付 ww、 投资 购买 成 本 了 及 调整 成 本 C(I) 三 部 分 组 成 . 此 处 不 考虑 价 
格 因素 ,因而 yw] 均 为 实际 变量 . 仍 设 成 本 函数 C(.) 满足 2.5 节 中 的 条 件 
(20. 资本 增长 方程 (1b) 无 疑 是 从 离散 的 公式 Ak, = 一 工 演变 而 来 的 ,其 中 du 是 一 
Brown 运动 , 可 能 与 上 或 A 有关 . du 表达 了 导致 资本 变动 的 不 确定 因素 . A 
如 ,投资 在 转化 为 资本 过 程 中 的 随机 损耗 与 渗 漏 :市场 不 确定 性 所 导致 的 实际 资 
本 存量 的 随机 增 损 ;随机 性 的 资本 流动 ;等 等 . 用 edu 这 一 只 口 绕 来 装 下 这 许多 
来 源 很 不 相同 的 扰动 ,未 免 过 于 粗略 了 ,因而 需要 更 细 化 的 处 理 , 需 要 更 准确 地 
描述 不 同性 质 的 随机 干扰 . 在 本 节 的 最 后 一 个 模型 中 将 作 这 样 的 处 理 . 

问题 (1) 正 是 我 们 已 熟知 的 随机 最 优化 问题 , 了 与 分别 为 其 控制 变量 与 状 
AGH. Aw 与 9 可 能 是 时 变 的 ,问题 (1) 一 般 不 是 自治 的 . 直接 应 用 3. 3 节 式 
(6) ,可 写 出 问题 (1) 的 最 优 性 条 件 如 下 : 


DVo— mb V, 十 IV 十 FaeV us (2a) 
Oo=—-1-CM+Y,, (2b) 
rV, =f) + Vat U + olea) Va + ToPV u. (2c) 


现在 采取 一 个 关键 步骤 ;引进 变量 = Vus 它 就 是 资本 的 边际 利润 ,通常 称 
为 资本 的 影子 价格 @. 由 条 件 (2b) 有 
q—1-cC(D, I-—C'"(q—10 2 Fa). 


O 变量 dg 首先 由 Tobin(1969) 引 人 , 且 以 “Tobin 的 q ”著称 ,在 很 长 时 期 内 是 投资 理论 中 的 一 个 标 
EMS. f 
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用 It6 公 式 求 出 
dg —dV, = Vadt + Vadk + lv dp* 


-[v. c IV, 十 ade dt + W udu OH X Cb) ) 


=[r q — f'k) — PAV uldi + Vudu. (用 式 (2c)) 
这 与 方程 (1b) 一 起 构成 关于 kq) 的 如 下 SDE 系统 : 


{ dk = F(g)dt + gdu, | (3a) 
dq = [rg — f£ k)]dt — Wu lade — du). (3b) 
zi 9-0, 即 扰动 消失 , 则 方程 组 C3) 简化 为 
f È = F(q), 
. (3)! 
=rq— f'k). 


方程 组 (3)' 正 是 熟知 的 g 理论 模型 的 微分 方程 组 ,对 于 它 容易 作出 完全 的 分 析 . 
B. 某 些 结论 
SDE(3) 通 常 是 非 线性 的 ,况且 未 知 Vw 的 表达 式 , 因 而 一 般 无 法 求 出 其 显 
式 解 .不 过 ,仍然 可 从 方程 组 (3) 得 出 某 些 定性 结论 . 
Tüe-0,ide-gV., 于 是 方程 (3b) 可 写成 
dg = r qdt + [— f' CR) dt + wdu]. (4) 
将 Sk) 5 o HEB TE ¢ 的 函数 ,利用 3.2 节 式 (22) 从 式 (4) 解 出 


qG) = e'*-?qq) 十 feet Pf Rd + w(r)du(r)]; 


Efg(s)e-"’] = qe — fe ELF Dld. Geto) 6) 


由 式 (5) 可 得 出 两 个 有 价值 的 结论 . 
G 直接 从 式 (5) 推 出 以 下 两 条 件 等 价 : 
lim E([gG)e71— 0; (6), — 
g(t) = [re -DELS (k(c)) Jdr. (7), 


xk CO, 可 看 作 某 种 横 截 性 条 件 ( 对 照 4. 2 节 式 (2),! ) ,要 求 其 满足 是 合理 的 . 一 
Bus 式 (6), RL WER (7), 亦 必 成 立 .注意 到 了 = 二 (gq), 从 式 (7), 得 出 如 下 
投资 公式 : 

I@ = r| | se?ECP (| 0), (8) 


这 正好 与 2. 5 5 "P B S COO B 24. 式 (8) 表 明 ,投资 取决 于 对 未 来 边际 产 出 的 预 
期 ,而 并 非 仅 仅 取 决 于 当前 的 投资 收益 . 显然 ,这 是 一 个 类 似 于 “持久 性 收入 理 
论 ” 的 结论 . 为 使 式 (8) 更 简单 些 ,可取 二 次 成 本 函数 CCT) = On/20I* (参看 3.5 
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节 式 (3)) ,此 时 CO) = mI, 于 是 Fo) = (4 — D/m. 以 此 代入 式 (8) 得 
IG) =t P eoELr (R(T)) — rdr 


SLP AES Gc» — E, (9) 


车 进而 设 fe) = Ak, 从 而 fe) = A, WA SX CO ful 
T= (A—vr)/mr, 
此 时 了 与 1 无 关 . 
GD ASC) 2 0, 直接 从 式 (5) 看 出 

Efq(e"*]<q@e"' GIO. (10) 
这 表明 Oe" 是 一 个 上 拷 . 粗略 地 说 ,这 意味 着 ,在 统计 平均 的 意义 上 ， 
(iD)e 是 单调 下 降 的 . ERCO 为 二 次 效用 函数 ,从 而 了 上 = (a dm, 则 从 
式 (10) 得 出 


EA (s) < Ies» + [er — 1] (s > t > 0). 


这 一 估计 并 不 精确 ,但 亦 不 失 为 有 用 . 

C. gx 

44% CU) = (n/2)P ,f (E) — w = Ak, p= pk, Am, por HER, u HERRE 
Brown 运动 . 若 将 问题 (1) 与 3. 3 节 中 间 题 (16) 对 照 ,读者 会 发 现 二 者 非常 接近 : 
FIA I 5j & RE x 5 y, 取 a== 一 1,6 二 c= 二 9 = 0, 则 方程 (1b) 重 合 于 3.3 节 
式 (16b); 


r=Ak-I- FP (11) 


53.3 PR (2630 PH U = ax — (m/2)x* 一 样 , 皆 为 控制 变量 的 二 次 函数 . 不 过 ， 
nC) S U CO 的 函数 形式 毕竟 有 差别 ,因而 并 不 能 直接 套用 3. 3. 3A 中 的 结论 ， 
但 可 沿用 3. 3. 3A 中 的 方法 及 其 中 仅 取 决 于 预算 约束 的 那些 公式 . 

PV =a + ak + ak? 是 问题 (1) 的 值 函数 , 则 


| Cm ^om 7 oom ` (12) 
将 Y 与 1 的 表达 式 代入 方程 (2a) ,得 出 (对 照 3. 3 节 式 (18)) ” 
2a;/m =r- p? €, (13a) 
p’a, = A—&, ^o G3b) 
r Gy = a'i/2m. (13e) 


以 式 (12) 代 和 人 方程 (lb) 消 去 7 得 
dk = (Ek — a',/m)dt + pkdu. 
5 3. 3 节 式 (19)、 式 (20) 对 照 得 出 
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kb) — (g 十 kojeita — g + hf ete rtmn—merduls), 
0 
其 中 


— A 
amp?’ h = mp ~~ EP (14) 
Awe 9-—r—2£. 以 式 (12) 代 入 式 (11) 得 


mom by + bik + bk’, 





其 中 (参照 3. 3 节 式 (23)) 





2. 23$. mË 
b, 一 m 一 2^" (15a) 
b = A — PLA ag, (15b) 
_ an? 
EE m. 、 (15c) 


依 3. 3 HRS) MVC) = E, | emde 成 立 的 充 要 条 件 是 


a, =— b,/€, (16a) 
a, = p-*(6, 一 2028) — 2€ beg, (16b) 
r ay = by — big + bg! + gp rb — 2bg) — be (gr + h’). (160) 


结合 式 (13a) 与 式 (15a) 可 看 出 式 (16a) 成 立 . 结合 式 (13) 一 式 (15) 与 式 (16b) 可 
得 出 p^ CA 一 >) = 0. Hi 3.3 PRCA p? 0 r0 0, ARREA — r. 结 
合式 (14) 得 g = 0,5 = 0; 由 式 (13b) 得 a = 1; 然后 由 式 (13c) 与 式 (15c) 得 a。 
— 0-5, 这 表明 式 (16c) 成 立 . 于 是 就 得 出 结论 : 仅 当 刀 >>= 一 4 时 间 题 有 二 次 
ERV), H 


VQ) = k + BEP 7 Py 


注意 到 k(t) = kexp| |r 一 ir + pu) |, 
可 以 验证 当 r 过 p^ RARER UE EE. BD lim E [V ( 22e 人] 一 0. 上 面 得 出 的 
条 件 4 二 + 初 看 起 来 颇 令 人 惊异 ,实际 上 并 不 奇怪 : fk) — w= AR SEHR A 是 投 
资 的 期 望 回 报 率 , 仅 当 它 与 资本 利率 一 致 时 ,决策 问题 才 有 二 次 值 函数 . 

4.4.2 二 次 成 本 函数 模型 


对 于 4.4.1 小 节 中 的 模型 可 提出 多 种 修正 . 约束 方程 (lb) 的 意义 已 经 十 分 
明显 ,难以 做 什么 改变 ,关注 点 自然 集中 到 利润 函数 的 构成 上 . 而 利润 (x) = 
收益 (y) 一 成 本 (C) 这 一 格式 似乎 也 不 容 改变 ,但 成 本 C 实际 上 比较 复杂 ,可 以 
有 多 种 不 同 的 描述 , ¢ 理论 模型 中 取 C = w+ 1+ CU) 未 必 是 唯一 的 选择 . 下 
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面 模型 中 提出 的 成 本 函数 ,可 看 作 其 他 可 能 选择 的 一 个 典型 代表 . 
A. 模型 与 最 优 性 条 件 
如 上 面 引 言 中 所 述 ,新 的 投资 模型 必然 具有 类 似 式 (1) 的 如 下 形式 : 


| max E, | e= zdr, x=y—C, (17a) 
o 


s.t. dk = Idt + gdu, (17b) 
只 是 对 于 y 5j C 现在 另 有 解释 . 首先 ,此 处 y 不 像 问题 (1) 中 一 样 取决 于 某 个 生 
PRK Sk), 而 设 定 为 一 个 与 个 体 资 本 积累 无 关 的 给 定 随机 函数 . 其 次 ,成 本 C 
表 为 如 下 二 次 函数 : 


C= Lay 一 全 :十 TT. (18) 


式 (18) 中 02/2) I* 依然 可 看 作 投资 调整 成 本 ;至 于 第 一 项 , 则 可 解释 为 投资 偏差 
成 本 . 厂商 的 理想 投资 应 当 是 使 资本 存量 8 紧 追 产 出 ,即使 上 k = aya 是 正 系数 ; 
与 这 一 目标 值 比较 ,投资 过 多 或 过 少 都 会 急剧 增加 成 本 . 综合 起 来 可 以 说 ,问题 
〈17) 表 明 厂 商 的 投资 决策 目标 是 通过 降低 成 本 来 最 大 化 期 望 折 现 利润 ,而 不 是 
追求 提高 产 出 ; 产 出 取决 于 市 场 需求 ,并 非 由 个 体 自由 决定 . 对 于 现代 经 济 中 许 
多 行业 来 说 ,以 上 设 定 是 具有 合理 性 的 . 

由 于 7 的 构成 改变 ,最 优 性 条 件 亦 应 作 相 应 变动 : 


AV 二 x 二 VV 二 IV 十 FOV» (19a) 
0=— ml 4- V,, (19b) 
V, — ay — k 4- Va + G + pR) a + lágva. (19) 


结合 式 (19b) 与 式 (19c) 可 以 得 出 
mal —dV, = [Va + IV + eig Vaude + Wudu (HRAD) 


— (mrlI — ay + k — EPV mdt + W udu; (用 式 (19c)) 
这 与 式 (17b) 一 起 构成 关于 (4, 了 ) 的 SDE 系统 : 
dk = Idt + gdu, (20a) 
1 mdI = (mrI — ay + k)dt — 9VCoigdt — du). (20b) 
当 扰 动 消失 时 , 式 (20) 退 化 为 如 下 ODE RR: 


=I, 
| (20)' 


ml = mrl + k — ay. 
ACO 并非 自 治 系统 ,除非 y 为 常数 . 
B. 投资 公式 
今 导 出 一 个 类 似 于 式 (9) 的 公式 . 如 同 在 4. 4. 1B 中 一 样 , 设 A = 0, 一 
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Wu. 将 方程 (20b) 写 成 
dOnI) = rGnDdt + [ (k — ay)dt + edu ]. 
由 此 积 出 
mI(s) =e’? mI (t) 


+ [eto — ay(t) Jdt + wr)du(r)} (Gs tE); 
然后 得 
E[IG)e777] = I)e! + H eE Lk) — ay(dr (set 0). 


这 表明 以 下 两 条 件 等 价 : 
lim E[IG)e7'] = 0, (21) 


I@) = EP eE Layt) — kldr G0. (22) 


式 (21) 正 是 我 们 已 熟知 的 横 截 性 条 件 ,要求 它 被 满足 是 很 自然 的 .但 一 旦 认定 式 
(21) 成 立 , 就 应 接受 式 (22) 为 一 个 合理 的 投资 公式 . 式 (22) 表 明 , 最 优 投资 102) 
取决 于 对 未 来 产 出 与 资本 存量 的 预期 ,而 并 非 仅仅 取 决 于 当前 的 产 出 与 资本 存 
JE. 显然 ,公式 (22) 正 好 与 公式 (9) 相 对 应 . 

C， 显 式 解 

如 同 在 4. 4. 1C 中 一 样 设 9 — phu 为 标准 Brown 运动 ;其 次 设 y = const, 
今 用 3. 3. 3A 中 的 方法 来 求 问题 (17) 的 显 式 解 . 

设 问 题 (177) 有 二 次 值 函 数 Y =a + ak + ak. 由 条 件 (19b) 得 出 





I = (a, + 2a,k)/m. (23) 
将 V 与 1 的 表达 式 代 入 Bellman 方程 (19a) ,得 出 (参照 式 (13)) 
ra m y- X EE, 
ra, = ay + #22, Bp a = no Qa 
ra m loa PE y ap. 


fy 6 =r — p?( 见 式 (13a)). 以 式 (23) 与 9 = pk 代入 式 (17b) 得 
2a a 
dk = (er + At) ae + pkdu. 
由 此 解 出 (套用 3. 3 节 式 (20)) 
k(t) 一 (g 十 hy eb too —g 十 A [ence mm- modus), 
形式 上 这 与 4. 4. 1C 中 的 结果 完全 相同 ,只 是 现在 
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2a p NK Loop. 2a; ,2 
=- 2? & = y h= mj gb, 7— m p. 
Wsk (3M A3XO8,18 r = y — C — b, + 644 bk, 其 中 (参照 式 (15)) 
bo = y- 3X 一 于 (24a) 
o = yY 2 2m’ a 
b, = ay — 241% — 2ay — pay, - (24b) 
2a 

b =— i — = 0a. (240) 


如 同 在 4.4.1C HE, BE V CA) = Ed 成 立 的 充 要 条 件 是 式 (16) 成 


XE. 而 由 式 (16a) 有 b — — 2,6, 这 显然 与 式 (24c) 了 矛盾 . 由 此 可 见 , 在 所 设 条 件 
下 ,问题 并 无 二 次 值 函数 . 


4.4.3 库存 投资 


A. 模型 与 最 优 性 条 件 

在 问题 (17) 中 ,厂商 选择 投资 1, 以 最 大 化 其 期 望 折 现 利润 ,而 产 出 是 给 定 
的 . 现在 换 一 个 角度 考虑 :了 表示 产品 库存 量 , 它 并 不 能 由 厂商 选择 ,但 如 同 式 
(17) 中 的 资本 一 样 服从 一 定 约束 条 件 ; 而 产 出 y 是 由 厂商 选 定 的 ,厂商 的 决策 
目标 是 最 小 化 期 望 折 现成 本 ,成 本 函数 为 


=o- + OHI- s}, (25) 
其 中 a 是 正常 数 , z 是 产 出 的 某 个 参照 值 , s 是 销售 量 , C) E sCO 都 是 给 定 的 随 
PL PRÉ. 在 理想 的 情况 下 ,厂商 选择 y = z, 使 十 工 = (这 意味 着 产 出 与 库存 全 
部 售 出 ). 但 以 上 两 个 等 式 绝 难 兼顾 , 因而 必然 要 付出 一 定 成 本 , 且 成 本 是 偏差 jy 
— z| ly +I —s| BIKAR. 在 确定 性 情况 下 , 易 见 有 dI = Cy 一 5)dt 但 市 场 
的 随机 波动 使 得 上 式 右 端 增加 一 个 扰动 项 edu. 这 样 , 厂 商 的 决策 问题 可 表 为 


(metere CCO 依 式 (25)， (26a) 


s.t. di—(y-—s)dt--glu, 100) = h. (26b) 

只 要 以 — C 取代 C, 就 可 将 问题 (26) 转 化 成 一 个 最 大 化 问题 ,其 值 函数 恰 

为 —VG,D,VG.D 为 问题 (26) 的 值 函 数 . 因此 ,仍然 可 依据 3. 3 节 式 (6) 写 出 
问题 (26) 的 最 优 性 条 件 如 下 : 


V=C4+V, + (Qi — V+ Logn, (27a) 
0=a(ly 一 z) 十 y 十 I 一 s 十 Vi， (27b) 


rVj— yt iÍ—scVadGy—s-oigpVg 十 FOV m. (270) 
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仿照 4. 4. 1 小 节 中 的 做 法 , 令 g = Vi, Wü 
dq =dV,; = Iva + Cy — Vn 十 BP Vm jar + W udu 


=(rq — y — I + s — oiggV mdt + W ndu. (用 式 (27c)) 
=(rq +q tay— az — oigpV n)dt 十 WV idu. (用 式 (27b)) 
这 就 得 到 关于 (1,q) 的 SDE: 


| dl = (y — s)dt + glu, (28a) 
dq = (rq +q +ay — az)dt — Wn (oigdt — du), (28b) 
它 可 与 SDE(3) 类 比 . 若 扰动 消失 , 则 式 (28) 退 化 为 
n —y—5, 
. (28)! 
q= (r + Dq -- aCy — z). 


X 8) RADA 自治 系统 ,除非 5 9 之 为 常数 . 
B. 库存 公式 
现在 利用 方程 (28b) 来 导出 类 似 于 式 (9) 与 式 (22) 的 公式 . 设 人 中 一 0, 令 号 一 
Wn. 将 方程 (28b) 写 成 
dg = rqdt + [ (ay 一 az)dt 十 edu]. 
由 此 积 出 
qG) = e*7?gqQ) + [ec (aLy C0 一 z(r)]dr + w(r)du(r)}, 
然后 得 
E,{q(e"*7 ] = q@e* + al "ELO 一 z(r)]dr (sSt>0). 
这 表明 以 下 两 条 件 等 价 : 
lim Elg(s)e *] = 0, (29) 
qt) = a| eE Lze) — y(r) ]dr. (30) 


不 妨 设 式 (29) 与 式 (30) 均 成 立 . 以 了 一 一 4 一 2 十 5 一 aly 一 z)( 依 式 (27b)) 代 
入 式 (30) 得 


IQ) = s(t) — yG) + alet) — y(t)]+ af eE Ly — z(x) Mr. 


上 式 表明 : IO) 取决 于 当前 销售 . 产 出 及 对 未 来 产 出 的 预期 . 直观 上 ,这 是 合理 
的 . 


4.4.4 不 确定 利率 与 需求 下 的 投资 


在 前 面 几 个 投资 模型 中 ,直接 加 入 资本 积累 方程 右 端的 扰动 gdu 来 源 不 明 ， 
这 就 大 大 影响 到 模型 的 现实 性 . 从 实际 观察 中 不 难看 出 ,影响 投资 决策 的 主要 不 
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确定 因素 无 非 是 资本 利率 的 随机 波动 .市场 需求 的 冲击 、 价 格 水 平 的 扰动 等 等 . 
一 个 有 针对 性 的 投资 模型 ,无 疑 应 明确 考虑 到 这 类 不 确定 性 . 下 面 构成 的 模型 涉 
及 利率 与 需求 的 不 确定 性 , 它 大 体 上 依据 Calcagnini(2000) 的 思想 ,但 方法 上 有 
所 改进 . 


A. 一 般 描述 
现在 将 投资 决策 问题 (1) 修 正 为 
max Ef e-POD rG) — CQ CQ)», (31a) 
s. t. dk = Ide, (31b) 
dr = r'du, , (31c) 
dD = D(ôdt + duy). (31d) 


对 其 中 出 现 的 变量 与 函数 解释 如 下 ; ROO = [7c 已 见于 4. 2. 1A, 7 是 资本 


利率 , 它 并 无 可 预期 的 增长 ,只 是 服从 由 方程 (31c) 描 述 的 扰动 . 0 = rk) 是 厂 
商 的 经 营利 润 , 其 中 并 未 扣除 投资 成 本 ,因而 有 别 于 问题 (1) 中 的 纯利 润 x. 假定 
利润 函数 CO JE 0 (0 0,2" C) <0. 典型 的 例子 是 取 rk) = EC ac 
D. 由 式 (3156) 描 述 的 资本 存量 * 不 像 问题 (1) 中 一 样 直接 受到 扰动 ,但 这 并 不 
BRS & 不 具 随 机 性 . 仅 当 厂商 售 出 其 产品 之 后 才 使 其 利润 得 以 实现 ,因而 实际 
利润 不 仅 依赖 于 资本 ,还 依赖 于 市 场 需求 . D 正 是 用 来 表达 市 场 需 求 的 系数 ; 
D 表示 市 场 需 求 量 , 参 数 6 之 0 表示 市 场 需求 因素 的 重要 性 , 当 p= 0 时 需求 因 
OR EHI. 需求 的 增长 依据 方程 (31d) ,假定 8,05 > 0. COD 是 包括 调整 成 本 
与 购置 成 本 的 总 投资 成 本 ,因而 有 别 于 问题 (1) 中 的 成 本 函数 CU). 假定 CC) 
之 0,C"(*) > 0,C(0) = 0, 在 一 个 更 细致 的 分 析 中 将 取 CO) 为 简单 的 二 次 函 
数 . 

方程 组 (31) 是 以 了 为 控制 变量 ,以 ,r,D 为 状态 变量 的 自治 的 随机 最 优化 
问题 ,因而 可 用 3. 3 节 中 的 标准 方法 对 其 进行 分 析 , 不 过 ,如 我 们 已 看 到 的 ( 见 
4. 2. 2D) ,状态 变量 增多 使 问题 显著 地 复杂 化 . 幸而 此 处 有 不 涉及 扰动 ;为 更 简 
单 些 , 进 而 假定 du, 5j dup 互 不 相关 . 以 V =V Gr, D) 记 问 题 (31) 的 值 函数 , 则 
由 I1t6 公 式 ( 见 3.1 节 式 (21)) 有 


dV =Vidk + V,dr 十 yodD + IQ. (dr) 十 Von(dD): + 2V,pdrdD] 


=| IV, + DV» + Lina, + Loris dt + e 


=LVdt + =, 
其 中 省 略 的 项 是 扰动 部 分 .依据 3. 3 节 式 (5) ,可 将 问题 (31) 的 最 优 性 条 件 表 为 
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| rV = Dix — CU) + IV, + 8DVp + Loti"V, + SobD'V oo, (32a) 


-—CQO) + Vi. (32b) 
如 同 前面 一 样 , 令 q = Vi, 它 就 是 资本 的 影子 价格 . 由 条 件 (32b) 有 94a =C), 
3 Ce) > 0 时 可 解 出 . 
I=C'"'(q) (RRR). (33) 
4 Q—qgI —COD, ER BERR AS. 以 此 代 人 式 (32a) ,得 到 关于 V 的 如 下 
or V „+ o5 D'V pp + 20DV p — 2rV — — 2xD* — 2Q. (34) 
关于 模型 分 析 有 待 解 决 的 问题 是 : 
(iD RAV 的 显 式 解 ,这 基于 某 些 特殊 设 定 ; 
GD JH V. 的 显 式 解 进而 求 出 g = V, 5 I — C'7 (9); 
Gii) 分 析 参 数 (主要 是 6,0:,05 ) 对 V,1,k 等 的 影响 . l 
现在 初步 讨论 一 下 问题 i) 的 解法 ,完全 的 解决 方法 留待 特殊 情况 考虑 . 原 
WE, V 由 微分 方程 (34) 解 出 .方程 (34) 可 看 作 两 个 二 阶 线性 ODE 
o?r®U„ — 2rU 一 一 2Q (35) 
与 . | 
oL DW pp + 26DWD — 2rW — — 20D? (36) 
KEM ,在 方程 (35) 中 Q 视 为 与 无关, 在 方程 (36) 中 + 视 为 与 D EXO. WO= 
3/2 (这 一 设 定 在 经 济 上 并 无 特别 依据 ,只 是 为 了 便于 求 出 显 式 解 ), 则 用 标准 的 
ODE 方法 可 求 得 方程 (35) 的 通 解 @ 


— Ar^ Ql | 
U = Ar^ + Bre + T — 6)’ (37) 
其 中 4,B 与 7 无关, Ash 是 特征 方程 
x—a—-2=0 


o? 
PANAR, AE A, <0 < à, BP 
Ae=>(1F 1+ i£). (38) 
类 似 地 ,方程 (36) 有 通 解 
W = MD" + ND% + 
其 中 M,N 5 DEER, mm 是 特征 方程 


Dix 
— m 





, (39) 


r 


Q 投资 了 必然 与 > 有关, 000 也 必定 与 D 有关, 因而 这 些 设 定 都 不 尽 合理 ， 
© 易 见 方程 (35) 与 方程 (36) 都 是 所 谓 Euler 方程 . 
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2 [1 22) 2r _ 
" [1 Bl* ~ 9 
的 两 个 根 BT A4 x 0< nu, 即 
21.8 1 9] , 
fA 2 oh (+ ei, ux (40) 
而 
m-—à-— ls po (41) 
#OV=U+W, E 
B 
V = Ar^ + Brh + MD^ + NDY + 2 十 





r—m r(1— 0)’ 
且 设 4,B,M,N 5r, D JG JE AUI mp XE r 的 依赖 , 则 可 验 知 V 满足 方程 
(34). 

BARRY EDT gis. BUE V 完全 满足 方程 (34) ,如何 决 定 A,B,M,N 
(它们 不 免 与 & 有关 ) ,使 得 V 确 为 问题 (31) 的 值 函 数 ,仍然 是 一 复杂 问题 . AX, 
以 上 分 析 毕 竞 提 供 了 一 条 思路 ,下 面 将 在 更 特殊 的 设 定 下 沿 此 思路 解决 问题 . 

B. 利率 不 确定 情况 | 

假定 8 = 0， 即 不 考虑 需求 的 影响 , 则 问题 (31) 简 化 为 


max Eu| e70 rka — CUG)) at, (42a) 
0 

s.t. dk = Idt, (42b) 
dr = r?"du,. (42e) 


以 V —VG,r) idle i (425 PHELSR AC ic. 9,Q 的 意义 如 上 段 , 则 Beliman 方程 
可 写 为 . 

| or V,, 一 2rV =— 2r 一 2Q. (43) 
分 别 以 十 Q@ 与 V 替代 QQ@ 与 U ,用 方程 (35) 的 解 公 式 (37), 可 得 出 9 


E mk) +Q Ay a5 
V = -d-—s5 — gi + AQDr^ + B(bor^, 


Hep A.A, 依 式 (38). 注意 到 V 是 期 望 折 现 纯利 润 ,由 其 实际 意义 知之 0, AV 
5 r HARK, eR IUE +O>0,0°<1,Ak) Z0,B() 三 0. AHA =A, 
V 重新 写作 


y TA)+Q 


A 
da + Ar. (44) 


由 此 进而 得 出 


O 因 未 必 能 排除 名 与 ~ 有 关 , 此 处 所 用 的 方法 并 不 严谨 , 参看 前 页 的 脚注 、 
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Ly, EO) (by. 
q 一 V, 一 r(1 _ ci) 十 A (k)r $ (45) 
i z' (k) 
AG) =a aug ay 


为 从 9 = C O) RE a 的 具体 表达 式 , 依 Abel 等 (1997) 取 

CU) = al + b"e», (46) 
其 中 a,6 > 0,2 为 正 偶数 . BA, al 5 617/07? 分 别 为 投资 的 购置 成 本 与 调整 成 
本 ,a 就 是 资本 价格 . 于 是 





q-CO-at- s—17 “dD, (47a) 

_f@—1)@—a) 

j- [6238-9 T , (47b) 
n—1\""{q—a\" 

o= [A53] [sz] cat 


注意 最 优 投资 了 与 (9 一 a) 同 号 ,而 Q 总 是 非 负 的 (这 正 是 选择 成 本 函数 (46) 的 
妙 处 1). BME Aq a. 即 资本 的 影子 价格 高 于 购买 价格 , 则 投资 者 选择 投 
资 ; 若 9 a, 则 投资 者 选择 撤资 . 
现在 考虑 参数 o? 的 作用 . 设 ACR) 0， 
lav _ 7k) ðk 








V 3d mh) Gt | — oi LE (用 式 (44)) (48) 
_ rk) ak 
0 = (E) aci 二 了 二 =e 《用 式 (45)) (49) 


其 中 用 到 Q,g 与 o? HHO. 由 式 (49) 推 出 28/20? > 0, 进而 从 式 (48) 得 出 3V /9 
oF > 0. 由 此 可 见 , 利 率 的 不 确定 性 促使 投资 增加 ,厂商 的 期 望 折 现 利润 上 升 . 

读者 必定 注意 到 ,此 处 及 本 节 它 处 所 考虑 的 投资 量 7 是 容许 为 负 的 ,这 就 意 
味 着 我 们 所 讨论 的 投资 实际 上 是 可 逆 投 资 . BET SO, 则 投资 成 为 不 可 逆 
的 . 不 可 道 投资 无 颖 有 其 现实 性 ,因而 亦 有 研究 之 必要 ,但 在 方法 上 需 作 某 些 修 
改 , 此 处 已 不 打算 提 及 了 . 

C. 不 确定 需求 情况 

Wr 是 正常 数 , CO) = 1, 则 问题 (31) 简 化 为 


max E. | e" [D each (2) — I(t) jdt, 


s. t. dk = Idt, 
dD = D(ódt + dup). 


@ 如果 承认 前 面 实 际 上 已 用 到 的 设 定 一 一 Q 与 无关, 则 Q.q 自然 与 of BK 问题 是 前 一 设 定 已 有 疑 
问 ,因而 此 处 的 设 定 亦 不 能 说 毫 无 问题 . 
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RCO) 一 了 意味 着 完全 忽略 调整 成 本 ,这 未 免 过 于 粗略 ,但 它 使 问题 明显 简化 . 
首先 , 因 有 


E. | e-" dt —E, | edk (Ct) (用 dk = Ide) 


=— by + rE ekod (用 分 部 积分 与 模 截 性 条 件 ) 
故 不 妨 以 替代 了 作为 控制 变量 ,将 问题 简化 为 


| max Es| eD OA) — rk) dt, (50a) 

s.t. dD = D(dt + dup), D(0) = Dy. (50b) 
对 于 问题 (50), 易 写 出 其 最 优 性 条 件 为 

| rV = Dn(k) — rk + 8DV 5 + LDV o, (51a) 

0 = Der' (k) — r. (51b) 


MAX GIbRIB k = x7! GD^9) 代入 式 (51a), 可 消去 式 (51a) 中 的 .为 便于 求 
解 , 下 面 取 TG) 一 有 (0 二 a 二 1), 从 而 


k = (aD*/r)'”, (52) 
这 就 将 方程 (51a) 化 为 
{ 03D*V pp + 28DV p — 2rV =— 2e,D^, (53) 
a, = rU (at — al’) >0, f, = B/a > 0. 
分 别 以 V,a,B, ERI W ,xp ,用 方程 (36) 的 解 公式 (39) ,得 
V = MD^ + ND% 十 ADU 


其 中 M,N 为 常数 ，m ,me 依 式 (40)， 


r—m-r-B84 lg 


! 
| 
vis 
F—M 
-N 
| 
Uo 
-一 一 
I 
| 
315 
| 
Co 
MS 
| 一 一 一 





oD 


y ‘He — BCR, — p). 


考虑 到 Hey D IEJHX ELA V 20, 不 妨 设 MM= 0,N 20,7 mi 后 者 相当 
T 0 « B, « we. 其 次 ,用 3.2 节 式 (20)' 从 方程 (50b) 解 出 
D = Doexp[ (ô — ob/2)t + up()] 仁之 0)， (54) 


于 是 


gi 1803, 
E,[e~"D%(t)] = Disexp| 一 rt + m| à 一 ar + E, |= De, 
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E,[e "D^ a] —Dbexp| — rt 十 e| ô — 2 Piok | 





jt 十 


2 
— Dbexp| cp, 一 a) 一 ul 0. @Œ— œ) 


由 此 可 见 , 为 使 Y(D) 满足 横 截 性 条 件 , 应 取 N = 0. 于 是 
— 2a, D^ _ a, D^ 
V= BG Bm) rm (55) 


- 另 一 方面 , 取 定 D, 0, 直接 依 式 (50a) 可 算出 最 优 值 
VD) = Ef e-"tp*cor co — rk(t) ]dt 





= E, [" aie" DA (dt (用 式 (52)) 


co 2 
- «Db e"Eexp[4.| 5— 99i Brus) fae (用 式 (54)) 





= «De f exp| 一 | 一 8,8 + LAE. 





: ar (用 3. 1 355 (30) 
a DE i 
y —m 
这 就 检验 了 式 (55) 的 确 表 达 了 问题 (50) 的 值 函 数 . 
现在 基于 式 (55) 来 分 析 参 数 的 作用 ,集中 考虑 参数 OH ob. We D = D, 
0, $ V — VD), Wl iis C558 
InV — — In e$ — In(z4 — Bi) — InCf, — 4) + In(2a,D8) Aa W. 





一 a Dtf eC mg; = 

















于 是 
aw _ 1 24 1 am 
9 B, — pp 930 p, — By 36 
— 1 + 1 ay 2 
Bi — t £;— Bi] a oble 一 Bi) 
sn a .3 + 2 o 
(Bi — 4) Ge — BD obs — m) oble — Bi) 
20i 
一 一 一 一 一 0, 
ob(CO — pa) Go — Ai) > 
aW _ i-i l — 244 1 234 
ao} ob — £^ 203, By — t4 90% 
EN " 1 1am 1 28 
一 —B t B alag eb * eB, — n) 
2 AT 200 —r l>ha 


— BOR — ED Ge — m) | 038, — a) 
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m r + Big 10} 
oble: — Bi) XB — n 
这 就 可 得 出 以 下 结论 : 
命题 V 与 9 正 相 关 , 即 市 场 需 求 的 预期 上 升 ,可 提高 投资 者 对 其 折 现 利 


润 的 预期 . 若 
Beth. hx]. 


WV 5 ob RMR: B7 Bv. MV 5j ob ERR. 这 意味 着 ,市 场 需求 的 随机 冲击 
对 投资 折 现 利润 的 影响 取决 于 需求 D 对 于 利润 的 权重 8.8 偏 小 与 8 偏 大 分 别 
对 应 于 需求 冲击 起 负面 作用 与 正面 作用 . 

值得 指出 的 是 ,与 问题 (42) 不 同 ,对 于 问题 (50) 的 分 析 是 完全 严格 的 . 
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45 货币 的 介入 


如 被 普遍 认为 的 ,货币 在 经 济 中 作为 财富 存储 、 交 易 工 具 与 核算 单位 而 起 作 
用 ,其 重要 性 是 不 容 置疑 的 . 描述 货币 的 基本 变量 是 货币 存量 中 ,名义 存量 M 与 
实际 量 M/P CP 表示 价格 水 平 )，M 的 确切 范围 与 计算 方法 是 应 用 经 济 学 的 问 
题 , 此 处 不 作 讨 论 .我 们 感 兴趣 的 基本 问题 是 :变量 M (或 M/P ) 如 何 进入 模型 ? 
首先 , M 以 自然 的 方式 出 现在 资本 积累 方程 中 ， 

dK + d(M/P) = s[Ydt + d(M/P)], a) 

其 中 :是 常数 储蓄 率 . 对 于 跨 时 最 优 决 策 模型 而 言 , M 进入 模型 的 两 种 典型 方 
式 是 :其 一 ,通过 “现金 优先 ”约束 体现 货币 的 交易 功能 ,这 一 方法 首先 由 Clower 
于 1967 年 提出 , 它 依赖 于 明显 地 导入 的 交易 方法 ,但 似乎 难以 处 理 ; 其 二 ,将 货 
币 直接 引入 效用 函数 ,这 一 方法 首先 由 Sidrauski(1967) 提 出 . 货币 因 其 交易 功能 
而 为 个 体 带 来 福利 ,看 来 并 无 疑问 . 但 在 完全 不 明显 描述 交易 过 程 的 情况 下 直接 
将 货币 放 入 效用 函数 ,不 免 令 人 疑虑 ,因而 招致 批评 . 直到 Feenstra(1986) 论 证 
了 在 一 定 条 件 下 上 述 的 两 种 方法 等 价 之 后 ,对 于 货币 进入 效用 函数 的 批评 才 组 
和 下 来 . 

在 本 节 中 ,变量 尺 ,L 等 保持 通常 的 意义 . 邻 有 二 K/L,m 则 依 情况 表示 
M/P 或 M/(LP). XT L,M,P 的 如 下 方程 用 作 基 本 假设 : 


@ 货币 存量 ( 即 货币 供应 ) 的 明确 界定 与 实际 测定 ,是 一 个 看 法 不 一 的 复杂 问题 , 非 此 处 所 能 详细 
讨论 (参看 Abel & Bernanke(1995)). 不 过 ,这 并 不 影响 下 面 的 理论 分 析 .、 
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dL = L(ndt + duz), (2a) 
dM = M(dt + dum), (2b) 
dP = P(rdt + dup). (2c) 


AR. npr 分 别 是 人 口 、 货 币 与 价格 水 平 的 期 望 增 长 率 , r 就 是 期 望 通胀 率 . 
du, duy, 与 dup 537g Brown 运动 (不 必 是 标准 的 !1). 方程 (2a) .方程 (2c) 是 熟知 
的 ;方程 (2b) 意 味 着 ,货币 管理 当局 保持 货币 的 平均 增长 率 为 既定 的 $, 但 受 诸 
多 不 可 控制 的 因素 的 影响 , 且 货 币 的 扩张 受到 由 dum 刻画 的 随机 扰动 的 影响 . 


4.5.1 货币 介入 的 Solow 模型 


本 章 的 讨论 是 从 随机 形式 下 的 Solow 模型 (4.1. 1 小节) 开始 的 ,Solow 模型 
自然 成 为 “货币 介入 ”的 第 一 个 对 象 . 本 小 节 所 关注 的 问题 是 :货币 介入 之 后 ， 
Solow 模型 的 基本 结论 (特别 是 有 关 稳 定性 的 结论 ) 将 有 哪些 改变 ? 

A. 模型 描述 

如 同 在 4. 1. 1A 中 一 样 ,总 产 出 了 取决 于 一 个 新 古典 生产 函数 :Y = F(K， 
L^); 货币 的 介入 并 不 直接 影响 生产 过 程 ,而 只 是 影响 货币 积累 . 在 4.1.1 小 节 
中 ,模型 方程 基于 描述 外 ,二 增长 的 两 个 方程 (4.1 节 式 (4a) 与 式 (4b)). 而 现在 
的 出 发 点 , 则 是 描述 天 , 工 ,M,P 增长 的 四 个 方程 :方程 (1) 与 方程 (2a)~ 方 程 
(2c) ,其 中 方程 (1) 是 4.1 节 式 (4a) 的 一 个 修正 ,而 方程 (2a) 则 与 4. 1 节 式 (4b) 一 
致 . 如 同 在 4.1.1 小节 中 一 样 ,为 便于 分 析 , 应 以 人 均 变 量 取 代 总 体 变 量 . OR = 
K/L,m = M/ (LP) (人 均 实 际 货币 存量 ), 今 利用 方程 (1)、 方 程 (2) 导 出 关于 
(m) 的 随机 微分 方程 组 ,这 一 推导 恰 对 应 于 从 4. 1 节 式 (4) 导 出 4.1 节 式 (5)， 
其 方法 完全 是 标准 的 ,关键 技巧 在 于 It6 公 式 的 运用 而 已 . 为 简单 起 见 , 本 小 节 中 
假定 du, dum, dup 互 不 相关 . 

首先 利用 3. 1 节 式 (25) 从 方程 组 (2) 得 出 

i-a Es (y e sy 
| dMdL dMdP , dLdP 
ML MP''TL?P 
z (ġġ — n — n + 03 + o2)dt — du, + du, — dup. 
为 导出 关于 的 方程 ,将 方程 (1) 改 写成 
dK = sYdt — s'd(M/P), (D' 
Hp Y = F(K,L) = Lftk) f(k) = FG, 
(8-52 - p - 


—Lm[($ — a+ o$)dt 十 dum — dup]. 








(用 3.1 节 式 (28b)) 
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于 是 
dK dL dL 
dk = UE -z)n- (用 3. 1 节 式 (28b)) 
sY 5 IM dL dL 
= 十 受 d: 一 ial P| 一 zJ 1— F 
[LPa — D — H opde — TT dus — dur) — S] — £7] 
=[sf k) + &Coi, — n) + ms! (x — $ — ob) jdt 
— kdur — ms' (duy — dup). 
这 就 得 到 关于 (mo 的 SDE 系统 ; 
| dk = [sf(k) + ak + Bmidt + dv, (3a) 
dm = m(Ydt + dw), ` (3b) 
其 中 
a = ý —n, B-—s(r—6$-—20, 
Y 2 $-—n—m-oid ob, (4) 
dv =— kdur — ms' (du, — dup), 
dw 一 一 du, 十 duy 一 dup. 
车 扰动 消失 , 则 方程 组 (3) 退 化 为 
R = sf(k) — nk + ms (1 — $), (3)! 


m = m($ — n — m). 
方程 组 (3) 可 看 作 货币 介 人 的 确定 性 Solow 模型 的 微分 方程 组 . 
B. 模型 分 析 | 
首先 考虑 方程 组 (3), 它 有 两 个 均衡 点 (0,0) 与 (&* ,00, Ep &* >o (假定 
n> 0). FRH GY BY Jacobi 矩阵 为 
sf' k) —n x 
/= | 0 $—n— 中 
HEIEK A= sf R — n, —$—n—z. 为 
PDH, FRR <p < ntn, FRA<0.” 
通过 标准 的 微 积分 方法 可 推出 s 户 (&") — n 
0, mM ^ (0) = oo ( 依 4.1 节 式 (1)). 可见 点 (0， 
025 (&* ,0) 分 别 为 鞍点 与 吸 点 .用 ODE 理论 中 
熟知 的 方法 可 以 得 出 结论 :系统 (3) 的 任何 起 于 
第 一 象限 的 轨道 最 终 将 进入 均衡 点 (&* ,0) ( 参 
见 图 4.1). 直观 上 这 意味 着 ,只 要 在 起 点 处 k > 
0,m, > 0, 在 长 期 内 人 均 资 本 存量 & 将 收敛 于 均 Her 
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SKE A, 而 人 均 实际 货币 存量 m. 则 将 渐 近 于 零 . 在 极限 状态 下 ,货币 将 退出 
市 场 . 

现在 转向 考虑 SDE(3). 与 方程 组 (3)' 的 明显 差别 是 ,方程 组 (3) 并 无 非 零 均 
衡 点 ,因此 上 面 对 方 程 组 (3) 所 得 出 的 结论 不 再 保持 . 至 于 方程 组 (3) 的 零 解 的 
稳定 性 ,可 用 3. 2. 3B 所 述 的 Liapunov 函数 法 进行 分 析 , 但 所 涉及 的 讨论 并 不 简 
单 . 对 于 方程 组 (3) 可 从 另 一 思路 考虑 ,关键 之 点 是 注意 到 方程 (3b) 实 际 上 独立 
于 方程 (3a) ,而 且 是 一 个 齐 次 线性 SDE, 因 而 可 以 单独 解 出 m(z) (用 3. 2 节 式 
(2000; 

m(t) 一 m,exp[ O — o2,/2)t + w(t)], m, = mCO). (5) 

yh CO 3E UB BS m GOD 是 一 个 几何 Brown 运动 , 它 在 1 一 oo 时 的 渐 近 性 质 十 分 简 
单 且 完全 取决 于 


2 
KAYE =n rt plot oh oh), (6) 


3$ 567290 B]. m OD 几乎 必然 指数 增长 ; 当 p 二 0 时 , mG) 几乎 必然 指数 衰减 于 
2E. HOLZ BUE A — $ — n — «0, RY oi + o» BBN m OD 几乎 必然 指数 
EMTS. [BN of + oh 一 of 充分 大 时 , mE) 的 渐 近 状态 将 急剧 变化 . 由 此 可 
见 ,Solow 经 济 的 稳定 性 可 能 因 随机 扰动 的 作用 而 被 剧烈 破坏 ， 

鉴于 方程 (3a) 是 非 线性 的 且 包 含 变 量 mr, IEE k 的 分 析 远 不 如 对 m 那么 
容易 . 但 亦 可 作 某 些 初步 的 讨论 . 将 方程 (3a) 改 写成 

dk = akdt + [sf k) + B m]dt + dv; 
由 此 解 出 (用 3. 2 节 式 (22)) 
RO) = kae" + fet sf COD + B mdr + dv), 

其 中 名 = RCO). 令 g(t) = Es [GOe-*], HY 


qt) =k, + B[ e-"EoLm (r) dr + s| eE Co (t)) jdr 
=k, + B mof E,e ^7 9rt*odr 十 s['e-7E Cre (r) Jdr 《用 式 (5)) 


=k +B mfe co-ordr 十 中 e- "E, f G))]dc 


Bm 1 十 sf e^ "E [f C) ) dr. 


特别 取 f(k) = AR5,0 «0 « 1, HARER R^ 1E EG ZO, R 


at __ — p`“ t 
9G) Sho 十 Bmle 1 t asa — e 十 Asf goar. (7) 


为 从 式 (7) 右 端 消去 Pt)， 需 用 到 如 下 标准 积分 不 等 式 结论 : 


=k, 十 
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gu) « $0) 十 cf gode => ot) < pt) 十 efe" oco. (8) 


SK CD AFR CO JG] ESE iT A SCRI HADES tB CARIUS C 
将 结果 表 出 如 下 : 


Bm, 


7t Bm, (at Ast 
ty + [bo + 十 一 全 mo eet, 


EX) 入 一 ad As—Y 


As As 
a + As a+ As 
(9) 
”估计 式 (9) 未 必 很 精确 ,但 不 失 为 有 用 . 注意 已 假设 $ 一 n — 0-0, HAO 
M of + oF BAM Y «L0. 另 一 方面 ， 
a + As = As + oí — n, 


M4 ;与 of 充分 小 时 , 式 (9) 表 明 Ek) 的 增长 是 较 受 限制 的 . 
4.5.2 ”货币 进入 效用 函数 | 


货币 可 依 多 种 形式 进入 效用 函数 ,因而 导致 多 种 不 同 的 模型 .下面 考虑 的 模 

型 接近 于 Grinols 和 Turnovsky(1992) 的 工作 ,但 兼顾 了 4. 2. 3 小 节 中 的 设 定 , 因 
而 更 具 综 合 性 . 

` A. 模型 与 最 优 性 条 件 

设 公共 开支 与 货币 均 进 入 效用 函数 ,这 意味 着 个 体 决 策 者 的 目标 函数 为 

V = E, | e7 UEG Em (G))dt, 

其 中 UC.) ESRA o> 1 的 CRRA 效用 函数 , G 与 m 分 别 为 福利 性 公共 开支 
与 实际 货币 存量 , 0,0, 0. 不 考虑 外 部 性 与 人 口 增 长 ,因而 可 设 工 一 1,C 一 8 
《相当 于 在 4.2 节 式 (28) 中 取 6 — 1), m = M/P. 

个 体 的 资产 w 由 三 部 分 组 成 : w =k +m +b, Xm =M/P,b = B/P, 
M 与 B 分 别 为 个 体 所 持 有 的 货币 与 债券 的 名 义 量 . 资产 ,m5,6 的 份额 分 别 为 
ni yy?3y21 十 nz 十 na 一 1. 个 体 预算 约束 方程 在 4. 2 节 式 (29) 的 基础 上 修改 为 


dw = dy + mdR,, + bdR, — dc — dT, (10) 
其 中 dy,dc 保持 4. 2.3 小 节 中 的 意义 ;税收 d7 遵循 如 下 规则 : 
dT = w(rdt + dur), aD 


税率 c 与 税收 冲击 du. 都 将 由 模型 内 生地 决定 . 关键 的 问题 是 确定 资产 m,b 的 
随机 回报 率 dR。,dR,， 因 货币 的 名 义 回 报 率 为 零 ,在 个 体 持 有 货币 不 变 的 条 件 
FA dM = 0 (注意 此 处 M 不 应 看 作 总 体 变量 ) ,因而 依 式 (2c) 及 3. 2 节 式 (25b) 
有 

dR,, = (0% — z)dt — dup. 
其 次 , 设 政府 债券 有 非 随机 的 名 义 利率 1， 则 用 3.2 节 式 (25b) 同 样 导出 
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dR, = r,dt — dup, r, do — r + o. 
将 以 上 结果 代入 式 (10) 得 到 
dw = (me — c)dt + wdu, 


其 中 
7= An, + n(o — ©) + mr, — t, (12a) 
du 一 An,duy — n',dup — dur. (12b) 
这 样 , 个 体 最 优 决 策 问题 可 表 为 
max E, [eU (eCG Cm dt, (13a) 
eS 0 
S. t. du; = No — c)dt + wdu, w(0) = w. (3b) 


注意 ,在 形式 上 方程 (13b) 与 4. 2 节 式 (32b) 并 无 不 同 . 
问题 (13) 不 涉及 外 部 性 且 是 自治 的 , 故 最 优 性 条 件 可 表 为 


pV =U + Go — oV, 十 Low... (142) 
0 — U'G*m^ — V,, (14b) 
Op 1 9o 
E 十 4 r) Vu 十 计生 wy 一 0， (14c) 
2 
(SH — ijv. + E SS. = 0, (14d) 
No 2 dan, 


其 中 已 置 c = pw, 且 式 (14c) 与 式 (14d) 已 用 U'G’ m = V,( 依 式 (14b)) 化 简 . 
由 式 (12b) 有 


a = Anio + n'io? + of — 2Anin'iopy — 2Aniory 十 2n'10pr, 








于 是 
126 2, gi t g? 
了 an, = A nioy —n 16$ — A -一 2n )Gpy 一 Aory — Opry (15a) 
2 
+ St = 0, (15b) 
2 
B. 宏观 均衡 


类 似 于 4. 2. 3B 中 的 做 法 , 设 在 宏观 均衡 时 wmyns 均 为 常数 , V = 

aU (w), KB 0, — 0 -- 0, -- 1, 参数 a 满足 条 件 
a0, = p° (gn) "no^. (用 式 (14b)) (16) 

其 次 ,类 似 于 4.2 节 式 (38) , 设 定 宏观 均衡 条 件 为 


dw dk dm dé 
wo RT" m7Rg (17) 


为 将 条 件 (17) 具 体 化 ,需求 出 de,dm,d2 (或 至 少 其 中 两 个 ) 的 表达 式 . 首先 ,将 
3.1 节 式 (28b) 用 于 dm = d(M/P) 得 
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dm = m(y,,dt + du, — dup), Ya = $ — x + 0% — Syp. 


(18) 


其 次 ,对 dk 仍 用 4.2 节 式 (38a), 即 dk 二 dy 一 dc 一 dG,dG 依 4.2 节 式 (37), 于 


是 
dk = (y — c — gk)dt + y(duy — dug). 
结合 式 (13b) 与 式 (17) 一 式 (19) 得 到 
C) — pdt + du = (A — g — u/n)dt + A(duy — duc) 
= padt + du, — dup, 
这 相当 于 
1 — u= A — g — p/n, — $ — x ++ Ob — Om, 
| du = A(duy 一 dug) = duy 一 dup. 
假定 duc, du, duy 是 互 不 相关 的 外 生 Brown 运动 . H 3X (2050 f8E tH 
dup = A(dug — duy) + duy, 
dur = An,dug — n' idum. 《用 式 (12b)) 
由 此 得 出 
oh — otto, of = At. of = b boh. op = oh; 
M =— Ao}, opp = Á’n oh — n'a, ory = 0. 


将 以 上 结果 代入 式 (15a) 得 


为 简化 公式 ,沿用 前 几 节 的 作法 , 设 定 若干 复合 参数 ; 
gite anf RT, of = oh + oF, 
B=a—oa'(A-—g). 
利用 记号 q, 如 通常 一 样 可 验证 (对 照 4. 2 节 式 (42)) 
Ww =— Vos, wv, = 0,0'V. 
将 此 结果 及 式 (15a)"、 式 (15b) . 式 (16) 代 人 最 优 性 条 件 (14) ,得 到 


ou = a — 9o! , 
On 一 n, Cr, 一 A 一 Aq og), 


On 一 ing. 


(19) 


(20a) 
(20b) 


(21) 


(15a)! 


(22) 


(14a)’ 
(14c)' 
(14d)' 


现在 让 我 们 总 结 一 下 . 结合 最 优 性 条 件 (14) 与 宏观 均衡 条 件 (17) ,一 共 得 到 
5 个 独立 等 式 : 式 (20a)( 它 含 两 个 等 式 ) 与 式 (14a)' — 515 (1400! . 这 就 可 用 来 决定 


5 个 均衡 值 , 即 snin: Rmi Agi pou 等 则 应 看 作 外 生 参 数 . 


作 了 以 上 准备 之 后 , 求 出 所 有 均衡 值 原则 上 已 无 困难 . 但 为 简化 计算 , 仍 应 
选 定 适当 的 求解 顺序 . 下 面 采用 的 方法 是 ,首先 求 出 用 e 与 外 生 参 数 表 出 mom, 


x,t 等 的 式 子 , 然 后 求 出 x. 
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首先 ,由 式 (14d) 已 有 2 = ui 由 式 (14a) 7o 一 & 一 am 其 次 ,由 式 
(20a) 解 出 


= E = po! 
六 一 才 一 7 一 7 一 7 一 (8 依 式 (22)) (23) 








z= ol — om +$ + p — 9 — Atlci à E. (a 依 式 (22)) (24) 
由 式 (20a) 同 时 得 到 均衡 增长 率 : 
J 人 7— p= (a— gs. (25) 
此 外 ,由 式 (12a) 及 式 (14a)'、 式 (14d)'、 式 (23)、 式 (24) 得 出 
r= An, + n(o — n) + nyrs, — 7 
= n(A — n) + ry — ni — 1 
— 8e (g Ti T) _ gn 4 go tol tot olo. (26) 
最 后 余下 确定 wp, 这 基于 尚未 用 到 的 方程 (14c) :将 式 (23)、 式 (24) 代 人 式 
(140) ,得 到 一 个 关于 4 的 方程 ,由 其 解 出 


pom ab I (iO +i — AD — $ + oh — A'got). (27) 


这 就 完成 了 全 部 均衡 值 的 计算 . 值得 注意 的 是 ,主要 的 均衡 值 ,n,n 只 是 通过 
HAS $0 发 生 关 系 . 在 这 个 意义 上 可 以 说 ,货币 政策 ( 它 体现 于 参数 $05 ) 部 
分 地 具有 中 立 性 . 

自然 要 求 x > 0. 在 此 条 件 下 ,用 3. 3. 3C 中 的 方法 可 验 知 值 函 数 设 定 正确 ， 
且 横 截 性 条 件 满 足 . 其 次 ,通常 也 要 求 n; n; > 0,n; 之 0 (后 者 相当 于 n Fn, < 
1 ,注意 za < 0 未 必 不 具 现 实 性 ). 依 式 (14d)、 式 (23) 与 式 (27), 上 述 要 求 均 可 
表 为 关于 外 生 参 数 的 一 定 不 等 式 , 这 些 都 不 拟 详 述 . 下面 只 是 假定 所 有 提 到 的 要 
求 均 已 满足 ,以 便于 进一步 的 讨论 .需要 指出 的 是 ,与 p,m ,ns > 0 相 适 应 ,自然 
RUBE i > 0 ( 依 式 (14d)'), 8 > ew > 0. 下 面 就 要 用 到 这 些 结论 . 

c. 参数 的 作用 . 

最 值得 关注 的 参数 ,无 疑 是 $,0% 5 2,03, 它们 分 别 表达 了 政府 的 货币 政策 
与 财政 政策 . 








首先 依次 计算 相关 导数 如 下 : 

34 = Af -it-o 22-237, (a IK C222) 

— nG m 2k, 2E (28) 
BUNT, (用 式 (27)) 

an, Oap 
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dm | B. 2m 9m, Ou — BO 

ia MEL (5X (23) 3 (280) 
am _ Agu- BO 4 EQ — By v 

dol 28 ， ge 
on an on on 





— 2 2.1 237. —4|, 
ji ind ap-4[i 35] (用 式 (24)、 式 (28)) 


2737-34 si7— 7 jücób AROR) 
为 确定 起 见 , 设 0,0, > 0, 

综合 以 上 事实 有 如 下 结论 . 

GS HITE. m mm. PHS $ EWR. 这 意味 着 , 若 货币 可 期 望 地 加 速 
扩张 , 则 居民 将 投资 更 多 并 持 有 更 多 的 货币 ,消费 财富 比 与 期 望 通胀 率 均 上 升 ， 
平均 经 济 增长 率 提高 . 

Gi) ay (ERA. x 与 o, 正 相 关 ,而 ponon 55 o% 负 相关 .这 表明 ,货币 供 
应 的 随机 冲击 除了 抬 高 期 望 通胀 率 之 外 ,对 于 居民 的 资产 构成 比 nm 与 4、 消 费 财 
富 比 及 平均 经 济 增长 率 等 主要 经 济 指标 均 有 抑制 作用 . 值得 注意 的 是 ,货币 扩张 
的 可 预期 部 分 与 随机 冲击 部 分 有 很 不 同 的 后 果 ， 

GID g 的 作用 . x,nz,y 与 g 负 相关 ,x 与 g 正 相关 .这 意味 着 , 若 政 府 常规 性 
地 扩大 公共 开支 , 则 居民 将 降低 消费 财富 比 ,减少 持 有 货币 份额 ,其 结果 是 平均 
经 济 增长 率 下 降 ,而 期 望 通胀 率 上 升 . 如 此 看 来 ,尽管 公共 开支 进入 效用 函数 ,但 
似乎 还 是 起 负面 作用 . BT g 对 x 的 作用 , 则 一 般 是 不 确定 的 . 

Gv) ob WE. 02 Xt ,nz 的 作用 与 g 类 似 . 但 与 g AR, of 对 肯定 地 有 
正 相 关 作 用 . 

D. 福利 分 析 

如 同 在 4. 2. 3C 中 一 样 , 令 V = V (w,). 由 Wy 一 ko/ni 与 式 (16) 得 出 


8c Or 0,7 
nj Re 
o'V g 2 





Oni C 
于 是 
— ln(o'V) = olny + 8,o'lnn, — 6,0'lnn, — 0 o'lng + In(Qk; ^^) AQ, 
因而 ' 
a f LE EL sa golob: " 
8s 1—68,5 ap o 3n 0o 


利用 上 段 已 得 的 导数 公式 ,依次 得 出 


aQ o! (8n, 一 D 
Ou ’ 
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IQ — pA — 8,0) 一 po 


ao%, Ople — B) , 
IQ — ,(0-- On 0 

2€ _g ， 
ag [a g 


强 一 m d luo + 910') — £0]. 
由 这 些 结果 看 出 ,除了 公共 开支 冲击 ( 即 区 ) 肯 定 对 福利 有 负 的 影响 之 外 , $,g， 
ou 对 于 福利 的 影响 都 不 完全 确定 . 不 过 ,还 是 容易 作 一 些 简 单 的 讨论 . 

CO) 因 当 2% =0 时 显然 有 39Q/3ag> 0, BY 0, 充分 小 ( 即 货币 的 福利 效应 不 
显著 ) 时 , Q@ 与 $ 正 相关 ,因而 可 预期 的 货币 扩张 有 利于 福利 . BRS 9, 的 增 大 ， 
上 述 结 论 可 能 变 成 相反 . 这 就 得 出 一 个 初 看 起 来 颇 为 惊人 的 结论 :个 体 过 于 看 重 
手中 的 货币 有 损 于 货币 扩张 的 福利 影响 ! 

Gi) 因 当 0 二 0 时 有 3Q/3g 二 0, 故 当 09 充 分 小 ( 即 公共 开支 的 福利 效应 
有 明显) 时, Q@ 与 g 负 相关 ,因而 可 预期 的 公共 开支 扩张 有 损 于 福利 . ww 9 增 大 时 是 
否 会 出 现 相反 的 结论 ,情况 仍 不 明显 . 


Gi B3 om 1 I RE RINT 0 充分 接近 于 1 时 QQ 与 o% 负 相关 ， 
因而 货币 供应 的 随机 冲击 有 损 于 福利 . 若 o 充分 大 , 则 结论 可 能 变 得 相反 . 
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4.6 小 型 开放 经 济 


本 书馆 今 所 考虑 的 模型 ,都 是 为 封闭 经 济 体 而 设 的 ,因而 不 能 用 来 解释 经 济 
资源 的 跨国 流动 . 这 一 局 限 当 然 无 法 令 人 满意 . 但 一 旦 将 探索 之 旅 延伸 至 国界 之 
外 ,我 们 就 会 面 对 一 个 高 度 复杂 的 世界 ,致使 迄今 非常 有 效 的 分 析 方 法 难以 为 
Fi. 因而 在 起 步 之 际 ,我 们 不 得 不 大 大 降低 目标 :不 是 立即 着 手 分 析 世 界 各 国之 
间 错 综 复 杂 的 经 济 关系 ,而 是 仅仅 专注 于 一 个 小 型 开放 经 济 KARAS BEE 
然 一 体 的 外 部 世界 发 生 交换 关系 . 在 如 此 高 度 简化 的 框架 之 内 ,我们 得 以 顺利 移 
用 业已 熟悉 的 随机 最 优化 方法 ,建立 起 所 需 的 模型 . 这 样 的 模型 就 其 基本 特征 而 
言 ,与 4.2 节 人 一 4. 5 节 中 已 讨论 过 的 模型 并 无 重大 差别 ,只 是 因 涉 及 更 多 的 因素 
而 不 免 具 有 更 大 的 复杂 性 . 而 且 , 因 国际 交易 必然 联系 着 货币 换算 ,我 们 所 考虑 
的 经 济 必定 是 货币 经 济 , 这 就 使 得 4.5 节 中 所 用 到 的 那些 概念 与 方法 将 继续 发 
挥 作用 . 


4. 6.1 模型 与 最 优 性 条 件 


下 面 考虑 的 模型 大 体 上 接近 于 4. 5. 2 小 节 中 所 建立 的 模型 ,主要 的 区 别 是 : 
现在 消费 者 可 同时 持 有 国内 与 国外 资产 ;而 资产 的 跨国 界 流动 改变 了 国内 市 场 
的 平衡 条 件 . 鉴于 涉及 的 变量 增多 ,致使 模型 显著 地 复杂 化 ,我 们 将 通过 一 个 稍 
细 的 分 析 理 出 较 明 晰 的 头绪 
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A. 市 场 框架 

给 定 一 个 小 型 开放 经 济 体 ,下 面 称 之 为 本 国 或 国内 ;与 之 相对 的 是 该 经 济 体 
之 外 的 整个 外 部 世界 ,下 面 简 称 为 外 国 或 国外 . 外 部 世界 必定 丰富 多 彩 ,无 法 归 
于 一 统 . 但 一 个 简化 的 模型 只 能 置 此 现实 于 不 顾 , 将 外 国 抽象 化 为 一 个 统一 体 : 
它 有 单一 的 货币 (下 面 称 之 为 外 币 ) 与 价格 , 且 作 为 一 个 整体 与 “本 国 ” 发 生 关系 . 
如 此 高 度 的 简化 当然 是 为 了 便于 分 析 . 在 简化 后 的 模型 中 ,本 国 与 外 国 似乎 处 于 
某 种 对 等 关系 中 ,货币 .价格 等 经 济 变量 均 内 外 互 成 对 应 . 但 与 “外 国 ” 相 比 ,“ 本 
国 ” 很 小 ,以 至 对 国外 市 场 毫 无 影响 力 , 这 就 使 得 形成 于 国外 市 场 ( 即 世界 市 场 
的 那些 经 济 量 (如 国外 价格 ) ,对 于 本 国 来 说 总 是 外 生 的 ,除了 被 动 接 受 之 外 别 无 
选择 . 就 此 而 言 ,本 国 与 外 国 终 究 处 于 一 种 不 对 称 的 关系 中 . 

本 国 与 外 国之 间 存 在 着 物质 与 金融 产品 的 流动 .下面 对 这 种 流动 作 一 些 简 
化 的 限定 . 首先 ,假定 仅 有 一 种 物质 产品 (可 理解 为 复合 产品 ) 跨 国 流动 ,其 国内 、 
外 价格 分 别 为 P 与 @, 二 者 分 别 依 本 币 与 外 币 计量 . 以 E 记 名 义 汇率 , 即 一 单位 
外 币 能 兑换 到 的 本 币值 . 注意 五 上 升 意味 着 本 币 贬值 . 在 自由 贸易 条 件 下 ,价格 
P,Q,E 必定 满足 如 下 购买 力 平价 (purchasing power parity, 缩写 为 PPP) 条 件 ; 


P = EQ. (1) 
RE P,Q, E 的 变化 遵循 以 下 随机 增长 规则 : 
dP = P (xdt + dup), (2a) 
| dQ = Q(qdt + dug), (2b) 
dE = E(edt + dug). (2c) 


7,9,€ 分 别 为 本 国 期 望 通胀 率 . 外 国 期 望 通胀 率 与 本 币 汇价 的 期 望 折 损 率 . 利用 
式 (1)、 式 (2) 及 3.2.1D PHAR, BB 
x =e +q + Sro, (3a) 
{ dup = dug + dug. (3b) 
假定 9,duo 是 外 生 的 , 7,€,dup,due 则 应 由 模型 内 生地 决定 . 
设 本 国 与 外 国都 发 行政 府 债券 ,二 者 均 是 无 风险 的 短期 债券 ,因而 有 确定 的 
名 义 利率 ,分 别 记 为 i 与 i*. 本 国 居 民 可 自由 地 购买 国内 、 外 政府 债券 ,但 本 国 
债券 却 不 在 国外 发 行 . 本 国政 府 的 货币 与 财政 政策 必然 是 模型 关注 的 重点 之 一 ， 
WM 5G 分 别 为 本 国货 币 存 量 与 公共 开支 . 在 随机 环境 中 ,政府 并 不 能 随心 所 
欲 地 决定 货币 与 公共 开支 的 扩张 ，M 与 C 必须 遵循 某 种 随机 增长 规则 : 


dM = M(édt + dup, (4a) 
| dG z&Y (gdt + duc), Y = AK, (4b) 
此 处 $, g dum duc 均 是 外 生 的 . 
B. 个 体 决策 问题 


为 构成 开放 条 件 下 代表 性 消费 者 的 最 优 决 策 问 题 , 关 键 在 于 适当 地 表述 个 
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体 的 预算 约束 条 件 . 今 考虑 一 个 本 国 的 代表 性 个 体 , 他 的 财富 w 由 四 部 分 组 成 
( 均 依 实际 量 计算 ) :物质 资本 &, POI CR RE m C M/PO , 本 国债 券 持 有 量 4 一 
B/P) 与 外 国债 券 持 有 量 久 (一 /Q@), 其 中 M,B;B* 是 相应 的 名 义 量 (此 处 不 
应 看 作 整 体 变量 !1). 设 这 四 种 资产 的 份额 依次 为 ma 1022350490, + nz +n, +n 
二 1. 资产 ,不 能 跨国 交易 MA k, b 则 可 跨国 交易 ,下 面 就 简称 后 者 为 可 
交易 资产 . 在 时 段 [t,t 十 dtj 内 ,个 体 财 富 的 增 量 (dw) = 收入 一 支出 .支出 仍 如 
4.2 节 中 一 样 为 dc + dT ,dc = cdt, 而 税收 dT 了 依据 如 下 简单 的 规则 ， 
dT = w(rdt + dur). (5) 

税收 必须 因应 政府 预算 平衡 之 需要 ,因而 与 duz 均 需 内 生地 决定 , 至 于 个 体 的 
收入 , 则 由 其 所 持 资 产 的 回报 总 合 而 成 . 设 资产 上 全 部 投 于 产业 ,个 体 通过 其 所 
拥有 的 股权 获得 如 下 回报 : , 

dy = y(dt + duy), y= Ak. (6) 
这 相当 于 资产 站 的 总 回报 率 为 d4R = A(di 十 duy),4 与 duy 都 是 外 生 的 , A 相当 
于 资产 KK 的 平均 利率 . 设 另 外 三 种 资产 的 随机 回报 率 分 别 为 dR ,dR,,dR? , 则 
有 


dR, = r,dt —dup, ry = 02 — n, (7a) 
dR, = r,at 一 dup, Ty = 1 十 o? — T, (7b) 
dR? —r;dt— dug, re =i 二 og C (7c) 


式 (7) 的 推导 如 下 . 设 个 体 持 有 名 义 货币 量 M 不 变 , 因 而 dM = 0 0, T RE 
dR, = al 7] = Pa| ?| = (oh — m)dt — dup, (用 式 (2a)) 
这 得 出 式 (7a). Kx di b = B/P 5 dB/B = idt 得 出 式 (7b); 类 似 地 可 得 出 式 
(7c). 综合 式 (5) 一 式 (7) 得 到 
dw = (dy 十 mdR,, + &dR, + b" dR? ) — (de + dT) 
—Cy + mr, + br, + br? — c — rw)dt 
+ yduy — n + b)dup 一 b* dug 一 wdur 
=(7w — c)dt + wdu, 
其 中 
7 = Any 十 nj, d nr, mre — T, (8a) 
d du = An,duy — (n, + nj dup 一 ndug 一 dur. (8b) 
做 了 以 上 准备 之 后 ,现在 可 仿照 4.5 节 中 的 问题 (13) ,将 个 体 最 优 决策 问题 
表 为 


@ 这 不 应 与 4.6 Ws (4 HR. 
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| max E, e-^"U(G*G)m*())dt (0-—6s D, (9a) 
Cony My sng 9 


s.t. dw = (Jw — c)dt + wdu, w(0) = w. (9b) 

注意 此 处 权 数 9 的 设置 与 前 面 几 节 颇 不 相同 . 其 实 这 并 不 带 来 实质 性 的 变化 ,只 是 使 
cm". RH Cc m) 的 1 次 齐 次 函数 ,因而 使 下 面 设 定 的 值 函 数 V(w) 更 简单 些 . 

模型 涉及 的 参数 与 变量 颇 多 ,让 我 们 汇总 一 下 . A,g,9,i* ,q,P,0,$ 是 外 生 
参数 , duc dum dua, duy 是 外 生 Brown 运动 ,假定 它们 互 不 相关 . 如 通常 一 样 , 设 
在 宏观 均衡 时 比率 nonon 与 y cho 均 为 常数 (nn 一 1 一 一 ni 一 zn 不 是 
独立 的 ). 模型 分 析 的 首要 目标 是 求 出 均衡 值 ,n,ns,ns, 同时 也 要 确定 euism, 
7, dup du; dur 等 ,后 者 是 政策 分 析 所 关注 的 . 所 要 完成 的 计算 依赖 于 问题 (9) 的 
最 优 性 条 件 及 一 定 的 宏观 均衡 条 件 , 下 面 分 别 予以 考 圳 . 

C. 最 优 性 条 件 
问题 (9) 是 一 个 自治 的 随机 最 优化 问题 , 依 标准 的 结论 ,可 写 出 其 最 优 性 条 
WTF: 








pV =U + O — pywV, + Low... | (loa) . 
U'cmt £ — v, (10b) 
d y Q19€,y202. 
| am» + 2 an em = 0, | E o 00 
Ps y 221 L?f y = 0, MERA) (10d) 
On, In) " 2an, ™ , 
37 1 36 _ DEMNM 
an,” + 2 Jn, V we 一 0. (10e) 
直接 用 式 (8ay7y 求 出 i 
(an/an = A — r? & A —i* +q— oh, 
497/8n, — r, — ri —q—m—i' + oh oh, aD 
97/2n, = rs — ri =q >n dri —i* + ot — ob. 


其 次 ,由 式 (8b) 算 出 
o; — A'njoy + (n; + n)’ + mioh + 97 — 2Am (n; + ndor — 
— 2An ory + 2n, (n + n3)8pQ 十 2n, 十 n3)Opr + 2n,Cars 


ac 
i FL = Alma} — moh — Alm + ns)opr 一 harr — (m + n)8pa — dar, 
1 


ao? ao? - l uc 
l 2n, 一 i an. = (n; bn)eb— noh 一 An,opy + (ny — 225 一 13) oRQ 
2 3 ; U 


十 opr 一 aor o. : a2 
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因 在 均衡 时 c^m^ = const w, 故 设 值 函 数 Y = aw), RE a> 0 待定 .如 


已 熟知 的 , WV ww —— Voe Hw. = PV. 以 此 及 式 (11) 代 人 式 (10a)~ 


A 











p= 十 ca 一 AP) 一 lo oo, (10a)! 

api?" = nf", (10b)’ 
; 

+ i =A—r (10c)! 
2 

; 3 =r,—rf + AE (10d)! 
2 2 

a 2 

5 了 一 n-—r. (10e)' 

3 





结合 式 (10a)' 与 式 (10b)' 解 出 


co l 0 
p=6p— yo + 225 , ô = pr (13) 


ER LAGS BRE 75 ot 因 dot/an, = 902/31s, 故 结 合式 (10d)'、 
式 (10e)' 与 式 (7) 得 到 
i 0 n, =O p. (14) 
已 得 的 式 (10)` 式 (13)、 式 (14) 构 成 最 终 确定 全 部 均衡 值 的 一 部 分 依据 . 目 
前 的 主要 缺陷 是 , o2 及 202/2n, ,201/2n, 的 计算 均 依 赖 于 尚 待 确定 的 随机 扰动 
du, 与 dur, 后 者 的 确定 依赖 于 一 定 的 宏观 均衡 条 件 ,这 将 在 下 小 节 中 考虑 . 


4.6.2 宏观 均衡 


现在 利用 适当 的 宏观 均衡 条 件 来 完成 均衡 值 的 计算 . 下 面 所 循 的 思路 原则 
上 与 4. 5. 2 小 节 并 无 差别 ,只 是 涉及 的 变量 更 多 ,计算 更 为 繁复 而 已 . 
A. 宏观 均衡 条 件 
如 前 面 已 看 到 的 ,关键 的 宏观 均衡 条 件 是 等 增长 率 条 件 , 即 
dw db _ dm _ db de as 
w k m b db 
式 (15) 包 含 三 个 独立 等 式 ; 若 分 别 考 虑 确定 性 部 分 与 随机 部 分 , 则 得 到 六 个 独立 
等 式 ,它们 为 确定 所 需 的 均衡 值 与 内 生 参 数 提供 了 重要 依据 ,尤其 可 用 来 确定 随 
机 扰动 du ,dwr 与 dur. 
为 将 条 件 (15) 具 体 化 ,需求 得 de dm ,db,do* 的 表达 式 , 至 少 要求 出 其 中 三 
个 (然后 与 已 知 的 dw 一 起 得 出 第 四 个 ) ,而 这 就 需要 用 到 三 个 条 件 . 首先 ,联合 
式 (2a) 与 式 (4a) 可 求 出 (参考 3. 2 节 式 (25b)) 
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I = Lal P| = Padt 十 duy — dup, 


m m (16) 
Ym = $ — © — Omp + oj. 
现在 还 需要 以 下 两 个 均衡 条 件 : 
dm + db + dT = dG + mdR,, + bdR,; (17) 
dk = dy — dc — dG + b^ dR; — db”. (18) 


式 (17) 表 达 了 本 国政 府 的 预算 约束 ,其 左 端 是 政府 从 发 行货 币 . 出 售 债券 及 征 税 
获得 的 收入 , 右 端 则 是 公共 开支 .支付 给 货币 持 有 者 的 回报 及 债券 利息 支付 . 式 
(18) 表 达 了 产品 市 场 均衡 , 它 是 熟知 的 公式 dk = dy — dc 一 dG 的 推广 ,其 中 修 
正 项 源 于 可 交易 资产 的 跨国 流动 :增加 了 从 国外 债券 获得 的 收益 8"dR2 , 但 应 
扣除 购买 外 国债 券 的 支出 do^. 由 式 (17) 可 求 出 


d =} ac + mdR,, + bdR, — dm — dT) 


一 过 (4gm + notin donar, — no, — T)dt 
3 


+ + (Amdug 一 ndun 一 ndup 一 dur) 《〈 用 式 (4)、 式 (5)、 式 (7)、 式 (16)) 
3 


pdt + dus. Q7» 
由 式 (18)( 结 合式 (4)、 式 (6). 式 (7)) 则 可 求 出 
2 =; age (dy — de — dG + 6^ dR; ) 
Ago + o'r} — po/n,)dt + Ae(duy — dug) — w'duo, 
8) 
其 中 名 = 二 nn/ Gui 十 a), 它 取决 于 两 种 可 交易 资产 上 与 5* 的 比率 .现在 只 要 将 条 
件 (15) 改 写成 等 价 的 形式 
dw dm db  d(e4.b') 


w m b kbRboC | 
然后 以 式 (9b)、 式 (16)、 式 (17)'\、 式 (18)' 代 入 , 即 得 到 我 们 所 需要 的 等 式 ，: 
Puw = Pn s = Age + ur? — pw/m, (19a) 
1 du = du, — dup = du, = Aw(duy 一 dxc) 一 w dug, (19b) 
其 中 RRG), d, 与 du, KRHA’. 
如 我 们 所 预计 的 ,从 式 (19b) 可 解 出 
dup 一 Aw(dug 一 duy) + duy, 十 w dug, 
dur = An,dug 一 (n; 十 njduy, ARA) 


du = Aw(duy 一 dug) — w dug; 





进而 有 
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dux 一 Aw (dug -一 duy) 十 duy 一 wdug. CFAsK (3b) ) 


这 就 得 出 
ci = Awto + weh, oi = 02, + 03, (20a) 
ei = o + oh, Gpo = «ah, l ` (20b) 
Omp = OG, Spy 一 一 AWo}, Ogg — — w oh, (20c) 
Opr = Anw ob — (n; 十 23)ai， Sgr 一 Ory = O. (20d) 
为 简化 记号 ,约定 | 
a= Ah + oh, B= AR + ob. QD 
现在 利用 式 (20) 来 简化 最 优 性 条 件 . 首先 ,将 式 (20) 代 人 式 (12) 得 
1 90 | 
3 an, Pe € | 
azy 


ao 3 oi 
139.1 £ = auf — w od, 


223m 228m 
然后 以 式 (12)' 代 入 式 (10c)' 与 式 (10e)' 得 到 





A— ri = a(Bw — ob), (22) 
rs — rj; = ow(aw — oh). ` (23) 

ii 9 = do» 则 由 式 (16)、 式 (19a) 及 our = oh 有 
9 =$ + ~r. . o (24) 


从 式 (19a) 得 到 的 其 他 两 个 方程 为 
Y = py = ng (Agn, + nr, nsrs — m$ —0, (用 式 (17)’) (258) 
| p= Ag'w + o'r} — uon . (25b) 
HP YIR). 

这 样 ,我 们 已 有 7 个 独立 的 方程 :方程 (3a)、 方 程 (13)、 方 程 (14) HOD, 
方程 (23)、 方 程 (25a) .方程 (25b) 可 用 . 为 确定 所 需 的 参数 um ysyrayeyoryr， 
尚 差 一 个 条 件 . 为 此 ,只 有 增设 一 个 宏观 均衡 条 件 ,条件 的 选择 依赖 于 经 济 上 的 
考虑 . 一 个 看 来 不 无 道理 的 选择 是 取 

| B/M = b/m =à, a (26) 

E A 0 是 外 生 常 数 .采用 条 件 (26) 的 实证 依据 是 ,来 自 一 些 重 要 经 济 体 的 资 
料 表明 ,债券 与 货币 存量 似乎 接近 于 维持 固定 比率 . 由 条 件 (26) 立 得 

n, = Àn, n, + n = Àn. c (27) 

至 此 ,我 们 已 完成 了 计算 全 部 均衡 值 所 需 的 准备 工作 . 

B. 均衡 值 

现在 来 完成 预定 的 均衡 值 计算 . 原则 上 这 已 无 困难 ;但 仍 需 仔细 选 定 计 算 顺 
F. 问题 在 于 ,并 不 容易 得 到 直接 用 外 生 参 数 表 出 均衡 值 的 公式 ,因而 不 得 不 借 
助 于 一 定 “ 中 间 变 量 ”. 我 们 发 现 ,名 义 利率 i 最 适 于 用 作 这 样 的 中 间 变 量 .: 其 次 ， 
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为 记号 简便 ， 如 我 们 经 常 所 作 的 ,约定 一 些 复合 参数 : 


0 odo 
8 = ag D-pttz (cb. (28a) 
F =r} — o, — ac! af + ow — w), (28b) 
H = Ag'w + ver; —$—o0j, J—D-—cH.; (28c) 


EXE S.J 与 $,oh 无 关 , F SP RK, D, H 与 e HR. 

计算 的 顺序 是 :首先 求 出 m nomme c 用 外 生 参 数 (包括 复合 参数 ) 与 ni 
表 出 的 式 子 , 然 后 求 出 用 i 表 出 py 的 式 子 ,最 后 导出 所 满足 的 方程 并 确定 i. R 
体 方法 如 下 所 述 . 

首先 ,从 方程 (22)( 并 用 式 (7c)) 解 出 


w= FA r oo), r=i*—q. (8 依 式 (21)) (29) 


注意 o 仅 依赖 于 异 于 $,o% 的 外 生 参 数 . 下面, "将 作为 一 个 主要 的 复合 参数 使 
用 .其 次 ,依次 求 出 


n, = dn, = Tg, (用 式 (14)、 式 (27)) (30) 

n = wl — nz — 23) = wo 1 — 8 Au , (8x C300) (31) 
ĝi 

了 一 Ipp h - 4), (用 式 (13)) (32) 


将 多 一 7 一 "cits Coby) JE (81) 起 (32) 代 人 方程 (25b) ,经 整理 后 得 到 关于 Hu 
的 二 次 方程 : 

39J + 9 i] 90 L 0. (33) 
注意 方程 的 系数 仅 依 赖 于 异 于 $,o% 的 外 生 参 数 . 设 方程 (33) 有 唯一 解 p= 
eG), 将 此 s) 代入 式 (30) 一 式 (32) 及 $—7—H Fl ny 575 ,15,7,9 (这 些 都 是 实 
际 量 ) 仅 依赖 于 i 与 异 于 04 的 外 生 参 数 . 进而 求 出 


Qd 990g — n 





z—i—F; (用 式 (23) 、 式 (28b)) (34) 
€ = i — F — q + wo; (用 式 (3a) 、 式 (20c) 38 034)) (35) 
tc Agn, + n:i + (n, + n) Coh — x — 45. (用 式 (25a)) (36) 


可 见 , rsz 亦 仅 依赖 于 ; 与 异 于 g 的 外 生 人 参数 . 
最 后 余下 确定 i; 这 基于 方程 (24) 与 几 一 了 一 y: 
9») 一 uG) —$--oi—i-FF. (37) 
从 方程 (37) 解 出 i 并 不 成 问题 (实际 上 , 联 立 式 (32)、 式 (33)、 式 (37) 消 去 7 与 
上 ,可 得 一 关于 i 的 二 次 方程 ), 只 是 不 便 写 出 i 的 过 繁 的 表达 式 . 这 样 解 得 的 i 仅 
依赖 于 包括 $,o% 在 内 的 外 生 参 数 ,因而 ononon, en, r 最 终 取决 于 包括 soi 
在 内 的 外 生 参 数 , 且 可 表 为 这 些 外 生 参 数 的 显示 式 , 只 是 它们 过 于 繁 元 而 不 便 写 
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出 . 这 样 ,原则 上 我 们 已 完成 全 部 均衡 值 的 计算 . 

自然 要 求 a> 0; 一 旦 此 条 件 满足 ,如 在 3. 3. 3C 中 所 见 的 ,就 可 验证 值 函 数 
设 定 正确 且 横 截 性 条 件 满足 .通常 也 要 求 n,n > 0,n 之 09. 所 有 这 些 要 求 都 
需 以 对 外 生 参 数 的 一 定 限制 来 保证 ,下 面 假定 这 类 限制 已 经 满足 . 

C. 特殊 情况 l 

严格 说 来 ,上 面 我 们 仅 求 得 了 模型 的 部 分 解 , 因为 所 得 的 均衡 值 并 未 表 为 只 
含 外 生 参 数 的 最 终 公 式 , 这 就 不 能 让 人 完全 满意 . 下 面 考虑 的 两 种 特殊 情况 能 使 
结果 明显 改善 . 这 些 特殊 情况 将 有 助 于 展示 模型 的 本 质 特 征 . 

(i) 9 二 1 的 情况 . 9 = 1 意味 着 货币 实际 上 并 不 进入 效用 函数 ， 此 时 必定 i 
二 0. 否则 ,由 式 (30) 将 有 n, = n = 0, 这 意味 着 消费 者 完全 弃 绝 本 国货 币 与 债 
券 , 因 而 本 国货 币 与 金融 政策 失去 任何 意义 . 然而 ,个 体 即 使 不 能 从 持 有 货币 直 
接 获 得 效用 ,仍然 会 有 对 货币 的 诸多 需求 ,因而 ns =n, = 0 并 不 具有 现实 性 . 故 





只 能 认定 本 国债 券 名 义 利 率 为 零 . 即使 i 二 0,dR, = 0$ — r ( 依 式 (7b)) 也 未 必 为 

零 ,因而 个 体 仍 可 能 有 对 债券 的 需求 . 在 i — 0 的 情况 下 ,可 得 出 各 均衡 值 依次 为 
z——F; (用 式 (34)) (38) 
e = wh — q — F; (用 式 (35)) (39) 
gH=e+tatF; (用 式 (24) 3 (3820 (40) 
p—D-—cF; (用 式 (32)、 式 (40) 3$ (2822) (41) 
n= ae 一 if 〈 用 式 (25b) 、 式 (28c)) (42) 
i 
im =1 -2 =1- ÉF (用 式 (42)) (43) 
t = oh — $ + Agw t$ oH) (用 式 (36)、 式 (42). 式 (43)) — (442) 


= in, (o, — $) + Agn. (44b) 
B D,F,H Kx 803 & 9 , 故 这 些 复合 参数 在 0 一 1 时 并 无 变化 . 
Gi) o = 1 的 情况 . 设 o = 二 1( 即 取 对 数 效 用 函数 ), 则 


=ð; 

D=J=pþ; CER (28a) , Ñ (28d)) 
F =r} — of — «66 CFASK (28b)) 

w= (A — r)/B; 、 《用 式 (29)) 

u = Op; 《用 式 (32)) 

n; = An, = 0 Ap/i; 《用 式 (30)) 


OD En; 00mm ln >u. 注意 nn 过 0 并 非 完 全 不 可 能 .不 过 ,为 确定 起 见 ,下 面 
仅 处 理 n, 之 0 的 情况 . 
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w-21-?2). nsu- E oaxoi» 
b= Ago + o'ri 一 mur (用 式 (25b)) 
最 后 一 式 结合 式 (24) 与 式 (34) 得 到 关于 i 的 方程 
Ag! + wri — Ley, = b+ ci Fi 


经 整理 后 得 . 
i — i(F — H + 0p + Pàp) + oF — H) = 0. . 
由 此 已 容易 解 出 i, 然后 可 得 到 直接 用 外 生 和 参数 表 示 nO iE 4) gon, €,7 
的 公式 ,不 必 一 一 写 出 . 


4.6.3 参数 的 作用 


所 有 外 生 参 数 对 于 每 个 均衡 值 的 影响 都 有 其 经 济 意义 ,因而 值得 加 以 分 析 . 
一 个 全 面 的 讨论 过 于 琐碎 且 颇 费 篇 幅 , 不 太 有 豚 引 力 . 下 面 仅 集中 考虑 本 国政 策 
参数 $,o%,g 与 国外 市 场 参数 r( 会 i" 一 9), 鸣 的 作用 . 由 于 变量 甚 多 而 又 缺少 关 
于 均衡 值 的 完全 公式 ,对 参数 的 相关 性 分 析 并 不 简单 . 为 不 致 陷于 难 获 明 确 结果 
的 繁琐 计算 ,我 们 限于 考虑 0 = 1 这 一 特殊 情况 . 如 我 们 已 熟知 的 ,就 此 特殊 情 
况 获 得 的 结论 ,至少 亦 适 用 于 9 偏 小 ( 即 货币 的 福利 效应 不 显著 ) 的 情况 . 这 一 
点 我 们 将 不 再 重复 说 明 . 

A. 参数 $,oh,g 的 作用 


首先 依次 算出 

aD __ 0-25, (用 式 (28a)) 
e ao iE, oF =i (FAS (28b)) 
2H eli, at =o, ZE = Aws (用 式 (28c)) | 
i - =, A (用 式 (38)) 
0-2 aD (用 式 (39)) 
$6 -i--$$, $0 (用 式 (40)) 
ap ; 9H ap 
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af = Fo +e 2aw), 
ay 1 (用 式 (40)) 
36h ^ + (2 — 0) + Glow + o) Coh — Zaw); 
2E G (aw — P), 
3 (用 式 (41)) 
2o ^ Fal 2aw(ow +4) + Blo— 20 + *)]; 
12 9 oF aH l 
lama logy lae LE Aor ?H]|, scr (用 式 (42)) 
an — ni Ag' — rt B, 4- now) | wlaw — f) 
or zele — 2aw + d ~ nyo + ny |: 
am . i [cow + o| 208 — too + Ag! — r$ p p 200 — n 
ao, uoc 2 d n 
， ' — 2 
+ owe + w) + PE eee 5 Dore, 
nı 
9m 2 dm _ maw o 
9s | & ðs was’ © 006i 





an, nie! _ : Ag'—r uoo? — w) , c'w(aw 一 D 
8r ^ Bpa L 2aw 十 a now! + | 


nı 
2w 
an, nio 


ao, Boss (oo Tte) 








f / 
208 — 2aw + Ag! — ri + cd 
| m 


d 一 2 
+ B ooo! + w) + poe a), 





an, 
5,9 a a 
ema git oso 《用 式 (43)) 
Jo 2*2 = ni — re 一 48 plo + niow') | a'w(ac — p) 
Ma, = Boso 200 B+ t 一 | 


nyo ny 





"$47 Bep ee to) 


faye 
2aw — 203+ rj — Ag! — a 
1 
teme p Pega) 


2n, 





aH aF 


as ZE) ， S=$,0%,g; 《用 式 (42)) 





1 ny i an: an, Ani 
~ = — — g = UT gm Nh 
23 gn tn ) Ig’ - ag u ; 
an n, an 
9s "m 3s" 5 = $6,081 
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9m (om , om) 12m eg tg, 
Aas T as 32) = w as’ s = bobs 
de _ am $— oh i | 2t 
337 ag 48 + w An, 一 一 (用 式 (44b)) 
ar 9m $ — ch 
dg ag Ag +] + Am, 


综 上 ,可 分 别 说 明 $,o&,g 的 作用 ， 

G) 上 的 作用 . doom ,na 与 $ 正 相关 , ni,ns 与 $ 负 相关 . 这 意味 着 , 若 可 期 户 
地 加 速 扩 张 本 国货 币 , 则 国内 居民 增加 可 交易 资产 份额 而 减少 不 可 交易 资产 份 
额 ,结果 经 济 增长 率 与 消费 财富 比 都 得 到 提高 .但 $ 对 ,se 的 影响 不 显著 ,而 对 
的 影响 则 不 确定 ,需要 更 细 的 讨论 . 

Gi) ci 的 作用 . Jp nion ooh MIER, nnn, 与 oh EWR. RERE., 
车 本 国货 币 的 风险 加 大 , 则 国内 居民 减少 其 可 交易 资产 而 增加 本 国货 币 与 债券 
的 持 有 ,结果 是 经 济 增长 率 与 消费 财富 比 均 下 降 , 期 望 通胀 率 上 升 ,本 币 汇 率 下 
KE. ou 对 的 作用 与 $ 怡 相反. 

GD g 的 作用 . mon 5 g URBE non 5 g EWR. 这 意味 着 , 若 政府 增加 
常规 性 公共 开支 , 则 国内 居民 减少 其 可 交易 资产 而 增加 本 国货 币 与 债券 的 持 有 . 
E g Xf ou, ne 的 影响 不 显著 ,而 对 7 的 影响 不 确定 : 当 o% 或 1 适当 大 时 ,Tr 与 
8 正 相 关 ; 当 o 与 & 均 很 小 时 ,7 与 g 负 相 关 . 

B. 参数 500 的 作用 

国外 债券 的 期 望 回 报 率 ri = n + o8, 其 中 元 表 达 了 国外 市 场 的 价格 冲击 . 
r 与 吗 对 国内 经 济 的 影响 无 疑 更 值得 关注 ,这 是 开放 经 济 模型 所 特有 的 问题 . 然 
而 ,涉及 r+,o& 的 导数 计算 将 导致 更 复杂 的 公式 ,麻烦 源 于 oc 均 与 ~,o8 BK 
(与 之 对 照 , 0,0, 20 5 $,oj5 g 无 关 !1), 今 依次 计算 如 下 x 





ws = p; oh 一 aw), 
M CFAsK (20a) ,a 依 式 (21)) 
M muta p; + o') (ob — aw); 
Fm Fae DOA ev), (用 式 (28a)) 
a 
* = g [eow + Bet n 20] =—- F, 
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(用 式 (28b) 、 式 (38)) 
T =u gio Que — 208 — Ag! ri 
aH 《用 式 (28c)) 
3oh — we! + gr Gro + a! )(2aw — 208 — Ag! Tori 
9 ~ 
25 = Ag Za — Ad 一 op m, s= hoh. (用 式 (44b)) 





可 以 看 出 ,上 述 公 式 都 不 简单 , 倘 不 附加 一 定 条 件 ,就 无 从 判定 其 符号 . 很 难 

详细 讨论 各 种 可 能 的 情况 ,下面 仅 考虑 如 下 特殊 条 件 :， — 
i G) 吗 充 分 小 , 即 国外 市 场 价 格 冲击 是 轻微 的 ; 

Gi) e > (8/a) V (1/2), Aik, RE n, 相对 于 是 偏 小 的 ，; 

Gii) o < 2, 即 消费 者 对 于 风险 的 厌恶 是 适度 的 ; 

(v) Ag! xirz,.33X Wb Ag' — ri tah; 

O) $ Z2 ch, 或 至 少 o — $48. 

在 上 述 条 件 下 ,可 明显 看 出 %,p,ma 与 了 负 相关 ,这 意味 着 , 若 国 外 债券 名 义 
利率 上 升 ( 或 国外 期 望 通胀 率 下 降 ), 则 国内 居民 拥有 资产 & 的 份额 下 降 ; 相 应 
地 ,消费 财富 比 与 平均 经 济 增长 率 亦 下 降 . 若 now? > oR p(w — noo?) 适当 
AN, RY n, JR 5j r ARABI Go! + now! 之 0 或 po + moo) 4), WM nn 与 
r TEAK. 由 1 与 + 负 相 关 、 ;与 r 正 相关 ,可 推出 + 与 7 负 相关 .车 

w > zt | (45) 
RHE o = 2 时 蕴涵 于 条 件 Gi)), 则 与 7 正 相 关 , 因 而 国内 期 望 通胀 率 与 国 
外 期 望 通胀 率 负 相关 . 综合 起 来 似乎 可 以 说 ,国外 市 场 条 件 的 改善 导致 国内 经 济 
状况 恶化 . 

co 的 作用 更 复杂 些 , 大 致 说 来 , o8 XE xyg,w 的 作用 与 4 相反 ,但 此 结论 依赖 

于 进 一 步 的 限制 性 条 件 . 例如 ,车 
w > CB o2) (2 — 0) VEO = (46) 
则 x 5j cà TEAK. Wa So MIER. ERM 22 2,9 — 1/2 时 条 件 (46) 必 满足 . 
类 似 地 ,分 别 当 


o> Ga = HL V (2ao' + B a» 十 4B(2ac 一 B» — 2a0' 一 p c] 





与 
> mo Faral- ac! + alg! + BO — e)(2ao + Bo — 25) | 


时 , ,py 与 o RAK. 这 意味 着 ,在 上 述 条 件 下 国外 市 场 的 价格 冲击 有 损 于 国内 
的 经 济 增长 . 另 一 方面 ,国外 期 望 通胀 率 的 提高 有 益 于 国内 经 济 增长 . 由 此 可 见 ， 
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国外 市 场 的 预期 变化 与 非 预期 变化 有 着 截然 不 同 的 影响 . 在 某 种 意义 上 ,这 是 一 
个 颇具 普遍 性 的 结论 . 

C. 福利 分 析 

依然 用 前 几 节 已 标准 化 的 方法 . 令 V = Vw) = aws/o'. 由 
_ ko tbo — 9, + bi) 


nin, ny 
及 a = u* ( 依 式 (10b)' ,并 注意 已 设 0 一 1), 有 
oV = u^" lwn) (ko + be )”, 





Wo 


于 是 
一 ln(Ccy) = olng 一 olno 十 alnn — o'ln (k, + b) aW. (47) 

ds 是 参数 $50 8 7 08 之 一 , 则 由 式 (47) 有 

aW _ sap c 3o s dm 


às uas w ðs n, 935 
“将 前 面 已 经 算出 的 uro 与 ms 代 人 式 (48) ,依次 得 到 


(48) 











LEA aW 
249 = uen +n 一 1) 一 一 Jog’ 
aW | Amo 
ag PE 
aw mc Ag! — ri , , wlaw 一 B) 
ar Baal? ~ Baw + c po + n, ] 
aW no ' . acow 十 p(2aw — 1 — 203) 
90%, =a 一 ow )| 208 — 2aw + Ag! — r£ — seu pna — 1 — 208) 
| 一 2 
十 Bowl 十 w) 十 goo pag 


以 上 结果 表明 , W 与 $,g 正 相 关 而 与 os 负 相关 是 没有 疑问 的 . 这 意味 着 本 国货 
币 政策 与 财政 政策 有 明确 的 福利 效果 :可 预期 的 货币 扩张 或 公共 开支 扩张 .货币 
风险 的 减 小 都 能 增进 福利 . 国外 市 场 因 素 对 国内 居民 福利 的 影响 则 不 那么 确定 . 
依然 设 定 上 段 提出 的 条 件 (i) 一 (v)，, 在 此 基础 上 很 有 可 能 达到 3W/a~ > 0， 
3W/26o$ > 0, 但 仍 需 补充 适当 的 条 件 , 些 处 不 拟 作 详细 讨论 . 只 是 指出 : 若 W 与 
r oa HERK, Wo 与 oo 的 福利 效果 恰好 相反 (高 的 国外 期 望 通胀 率 有 损 于 国 
内 居民 福利 ,而 高 的 国外 价格 冲击 则 有 益 于 国内 居民 福利 ). 这 就 得 到 了 类 似 于 
LEE GS. 
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4.7 就 业 与 劳务 市 场 


经 济 运动 始 于 厂商 招募 工人 及 工人 寻找 工作 . 募 工 与 求职 这 两 种 行为 都 依 
翰 于 本 节 要 讨论 的 劳务 市 场 . 在 劳务 市 场 上 ,雇主 与 工人 依 各 自 的 利益 作出 决 
策 , 在 互相 接受 对 方 条 件 的 情况 下 成 交 签约 . 募 工 与 求职 ,本 质 上 是 一 种 交易 行 
为 ,因而 与 通常 的 商品 交易 有 诸多 共性 . 然而 ,劳务 市 场 毕竟 有 显著 的 特殊 性 与 
更 多 的 不 确定 性 ,因而 需要 用 更 复杂 的 随机 模型 来 描述 ,其 中 一 些 典型 的 模型 将 
在 本 节 中 考虑 . 

如 间 前 几 节 中 的 模型 一 样 ,劳务 模型 的 核心 问题 仍然 是 决策 者 (雇主 与 工 
人 ) 在 随机 条 件 下 追求 折 现 期 望 效用 (利润 或 收益 ) 最 大 化 . 但 一 个 关键 区 别 是 ， 
涉及 劳务 交易 的 某 些 关键 变量 是 离散 的 ,这 就 使 得 本 节 的 分 析 方 法 明显 地 不 同 
于 前 面 的 方法 . 


4.7.1 一 般 描述 


在 给 出 具体 的 模型 之 前 ,让 我 们 做 某 些 一 般 准备 ,交代 后 面 模型 所 依赖 的 基 
本 概念 框架 及 某 些 共同 设 定 ， 

A. 状态 及 其 转换 

在 本 节 中 ,我 们 总 假定 劳务 交易 在 分 散 化 的 、 竞 争 的 雇主 与 工人 之 间 进 行 ， 
因而 任何 个 体 都 不 具备 对 市 场 的 影响 力 . 不 考虑 人 口 增 长 与 经 济 规模 的 扩大 , 因 
而 假定 厂商 总 数 与 工人 总 数 N 保持 不 变 . 分 别 以 工 与 过 (= N 一 工 ) 记 就 业 
人 数 与 失业 人 数 , 以 x = U/N 记 失 业 率 ,它们 由 市 场 决 定 , 在 均衡 时 丝 为 常数 . 
如 所 熟知 ,失业 率 是 主要 的 宏观 经 济 指标 之 一 ,是 政府 与 经 济 学 家 的 重要 关注 对 
象 . 任何 就 业 理 论 都 无 法 回避 下 述 问题 :失业 与 骂 些 因素 有 关 ? 它 是 可 以 避免 的 
资源 损失 吗 ? 这 些 问题 自然 也 是 本 节 探 讨 的 目标 . ， o 

就 业 模型 的 复杂 性 首先 在 于 ,交易 者 可 能 处 于 不 同 状态 ,状态 经 常 转换 且 充 
满 了 不 确定 性 ,致使 完整 的 数学 描述 显得 复杂 . 工人 的 状态 首先 区 分 为 就 业 与 失 
业 . 在 就 业 ( 或 在 职 ) 的 情况 下 ,工人 的 状态 可 进一步 由 两 个 连续 变量 刻画 :获得 
工资 多 与 付出 的 努力 e, 它们 分 别 为 工人 的 收入 与 成 本 . 与 w 不 同 , e 的 含义 不 
很 明确 , 似乎 难以 准确 测定 , 且 其 信息 未 必 充 分 显示 . 在 具体 模型 中 ,自然 应 依 情 
况 与 需要 对 。 作 更 细 的 界定 . 但 将 e 置 于 与 w 互 成 对 应 的 关系 中 予以 考虑 , 却 是 
一 个 有 效 的 思路 . 工人 可 能 因 失 业 ( 被 解雇 或 离职 ) .跳槽 或 找到 工作 而 改变 其 状 
AS. 状态 的 改变 是 随机 的 ,用 时 间 连 续 而 状态 离散 的 随机 过 程 来 描述 . 在 本 节 中 
仅 使 用 Poisson 过 程 . Poisson 过 程 简单 方便 ,是 描述 某 种 状态 随机 出 现 的 理想 
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TH. 在 就 业 理论 中 ,任何 以 更 复杂 的 随机 过 程 取 代 Poisson 过 程 的 做 法 ,似乎 都 
不 具 重要 意义 . 准确 地 说 ,我 们 假设 进入 就 业者 行列 的 累积 人 数 是 一 个 参数 为 a 
的 Poisson 过 程 . 这 意味 着 ,在 时 间 : 失业 的 工人 在 时 间 上 十 z 仍 失业 与 已 找到 工 
作 的 概率 分 别 为 e-“ 与 1 — ec, 此 概率 与 起 点 上 无关 . 因 
a= lim (1 —e*)/t, 

故 可 将 a 粗略 地 视 为 失业 者 在 单位 时 间 内 找到 工作 的 概率 . 严格 说 来 这 一 说 法 
不 尽 妥当 ,实际 上 未 必 有 a «11 不 过 为 方便 起 见 , 今 后 就 用 “a 是 失业 者 找到 工 
作 的 概率 ”这 一 简便 说 法 ,代替 “找到 工作 者 累积 人 数 是 参数 为 a 的 Poisson 过 
程 ”的 说 法 . 类 似 地 , 设 就 业者 失去 工作 的 概率 为 65, 就 业者 跳槽 的 概率 为 9, 二 
者 的 完整 表述 是 不 言 自 明 的 . 

厂商 依 需 要 设立 一 定 的 岗位 ,假定 同一 模型 中 考虑 的 岗位 是 同等 的 . 与 工人 
的 状态 相对 应 ,岗位 首先 区 分 为 实 位 与 空位 两 种 状态 . 在 实 位 的 情况 下 ,厂商 为 
该 岗位 付出 工资 w, 获得 产 出 Aele 是 在 岗 工 人 的 劳动 投入 , 4 > 0 为 生产 力 参 
BO. 分 别 以 下 与 了 记 实 位 与 空位 之 总 数 ;必定 下 一 工 , (AV SU 并 无 必然 联系 . 
岗位 可 能 因 空 位 补缺 .工人 去 职 (解雇 或 离职 ) 或 换 人 而 改变 状态 ,三 者 的 概率 分 
别 设 定 为 7, 与 p. 

本 节 中 将 始终 保持 对 a,5,p,9,7 的 上 述 解释 ;它们 通常 被 当 作 常数 ,但 在 某 
些 较 精 细 的 模型 中 设 定 为 与 w 或 e 相关 (这 显然 更 合理 ) , 当 后 一 种 情况 出 现时 
将 作 特 别 说 明 . 

B. 收益 与 利润 函数 | 

与 消费 决策 模型 不 同 ,就 业 模型 同时 涉及 两 类 角色 不 同 而 又 互相 联系 的 个 
体 , 工 人 与 雇主 ,二 者 的 效用 或 收益 函数 是 不 同 的 , 分 别 以 y 与 记 单 位 时 间 内 
工人 的 收益 与 雇主 从 其 所 设 的 一 个 岗位 获得 的 利润 ,它们 都 是 随机 过 程 . 在 不 同 
的 模型 中 , y 与 的 表达 式 不 尽 相同 . 最 常用 的 表达 式 是 


uu n" 就 业 ， (D 
” le， 失业 
Ae—w, SEM, 
mom s 空位 . (2) 


ADP c 表示 失业 者 所 获得 的 补助 或 其 他 收入 ,其 具体 含义 与 下 面 的 分 析 无 
关 ; 式 (2) 中 9 表示 维持 一 个 空位 的 成 本 ,如 空置 办 公设 施 的 维持 费用 . 通常 认定 
Ae 2» w 2» c. 注意 式 (2) 中 完全 不 考虑 工资 以 外 的 其 他 成 本 ,这 虽然 有 失 片 面 ， 
但 有 利于 集中 考虑 工资 决策 . 
当然 ,表达 式 (1)、 表 达 式 (2) 还 有 多 种 变形 ,出 现在 本 节 中 的 有 
w-e, 就 业 ， 


ay 
oe de 失业 ， | 
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_ (2)! 
"5 |-8, 空位 . 


AOV PH e 表示 工人 的 投入 ,显然 已 用 货币 计量 ,否则 就 无 法 与 w AR. 自然 ， 
适用 于 式 (1)、 式 (2) 的 不 等 式 Ae > 四 >c 现 在 应 改 成 he — 0 w 2 e c. 

工人 与 雇主 分 别 追 求 期 望 折 现 收益 最 大 化 与 期 望 折 现 利润 最 大 化 , 即 分 别 
解 随机 最 优化 问题 : ， 


max E| e-**y coat (3) 
9 iy 
5 
max E, [ e-ncod. - (4) 
a 0 


时 间 偏 好 率 o 通常 取 为 利率 7. 分 别 以 V 与 v 记 问题 (3) 与 问题 (4) 的 值 函 数 . V 
就 是 工人 的 最 大 期 望 折 现 总 收入 ,今后 将 简称 为 工人 的 最 优 收入 ,或 称 为 工人 的 
RRE. X o 可 作 类 似 说 明 . 如 同 消费 决策 问题 或 一 般 动态 最 优化 问题 一 样 ，V 
与 v 都 是 状态 的 函数 . 因 工 人 与 岗位 都 存在 状态 转换 的 问题 , 故 决 定 V 与 v 的 状 
态 变 量 都 不 像 消费 决策 问题 那样 单纯 . 这 是 问题 (3) 与 问题 (4) 的 复杂 之 处 . 另 一 
方面 , 因 状态 服从 Poisson 过 程 ,而 Poisson 过 程 具有 时 间 上 的 “ 齐 次 性 ”, 这 就 使 
IHARA V Sv 不 依赖 于 时 间 上 + 这 是 问题 (3) 与 问题 (4) 简 单 的 一 面 ， a 

54.20 PVR) 或 了 (mw) 这 类 记号 不 同 ， 现在 表示 值 函 数 的 记号 要 复杂 一 
些 . V 取决 于 工人 在 决策 时 (通常 指 : = 0 时 ) 的 状态 . EAE ANA E. 与 U 记 就 业 与 
失业 , 则 当 上 一 0 时 ,工人 就 业 时 令 了 一 Vsiyv 的 意义 自明 .车 :一 0 时 工人 就 业 
且 获 得 工资 w, 则 令 V = 二 Velw). 类 比 于 此 ,记号 vr*vrGe) 及 vy 的 意义 自明 .为 
简单 起 见 , 今 后 将 分 别 令 VV(w) = VgQu) ,vCe) = vrl), V, = Vo, v, = w. 

注意 与 消费 决策 问题 的 目标 函数 不 同 ,问题 (3) 与 问题 (4) 的 目标 函数 分 别 
线性 地 依赖 于 y 与 x. 这 表明 工人 与 雇主 都 是 风险 中 性 的 . 

C. w 与 e 的 分 布 

简单 的 观察 就 可 看 出 ,工资 双 与 投入 e 都 有 明显 的 差异 性 ,如 同 物质 产品 的 
价格 与 质量 并 非 整齐 划一 一 样 . 不 过 ,为 分 析 方便 ,在 模型 中 常 作 一 定 简化 . 例 
如 ,对 于 给 定 的 就 业者 ,总 假定 其 工资 wv 与 投入 e 保 持 不 变 , 直 至 其 工作 终结 , 对 
于 整个 市 场 上 w 与 e 的 差异 , 则 分 为 如 下 四 种 情况 : w 与 e 均 固 定 ;e MEM w 
有 差异 ; w Mele ARF, w 与 e 均 有 差异 . 差异 性 由 一 定 概率 分 布 来 描述 ,下 
面 分 别 予 以 考虑 . 

首先 考虑 工资 的 差异 性 , 在 劳务 市 场 上 ,寻找 工作 的 工人 随机 地 过 到 一 
BS ,招聘 者 的 提供 工资 w 是 工人 无 法 预先 确定 的 .但 因 厂 商 数 x 充分 大 ， A 
个 市 场 来 看 ,雇主 提供 工资 必定 服从 一 个 确定 的 概率 分 布 FCO 这 样 的 FC.) 
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可 由 一 定 的 实证 资料 测定 . 本 节 中 总 假定 FO 是 某 个 区 间 [wwa] 上 的 连续 
分 布 , 它 可 作为 已 知 条 件 给 出 , 亦 可 从 模型 内 生地 确定 . 在 劳务 市 场 上 ,通常 求职 
者 稍 多 于 空位 数 ,因而 工人 多 半 只 能 被 动 地 接受 雇主 开 出 的 工资 w (开价 ), 但 
LK w SET A w 时 ,工人 才 可 能 接受 ;否则 工人 宁可 失业 .we 就 是 工人 
的 最 低 工资 或 保留 工资 , 它 由 市 场 决定 ; 因为 提供 工资 并 非 总 被 工人 接受 ,工人 
工资 的 实际 分 布 GCO RHH FCO) 一 致 . 

e 的 差异 性 更 为 复杂 . e 既 可 以 表示 工人 的 实际 投入 , 亦 可 表示 工人 的 潜在 
投入 , 即 能 力 . 在 后 一 种 意义 上 ,可 给 出 一 平行 于 工资 的 描述 . 在 劳务 市 场 上 , 雇 
主 随机 地 过 到 一 个 求职 者 ,求职 者 的 能 力 e 并 不 能 预先 确定 . 但 e 所 服从 的 分 布 
DC) 是 确定 的 , 且 可 依据 市 场 资料 测定 . 假定 OC-) 是 某 个 区 间 Leren] 上 的 连 
续 分 布 , 它 对 于 雇主 是 外 生 的 . 如 果 工 人 能 力 。 是 显示 的 , 即 雇主 对 于 求职 者 的 
能 力 有 完全 的 信息 , 则 要 使 雇主 能 接受 工人 ,工人 的 能 力 必 须 不 低 于 某 个 阔 什 
eo; 否则 雇主 宁可 让 岗位 空缺 . es 就 是 雇主 所 要 求 的 最 低能 力 , 它 如 wo 一 样 由 市 
场 决定 ,是 就 业 模型 试图 求 出 的 重要 指标 . 以 上 描述 显示 出 e 与 ww 之 间 明显 的 对 
At. 但 在 现实 的 市 场 上 ,尽管 工人 对 雇主 所 给 的 工资 了 然 于 胸 ,而 雇主 对 工人 
的 能 力 或 投入 却 未 必 完 全 了 解 . 

w 与 e 的 差异 性 对 于 劳务 市 场 的 分 析 是 关键 的 . 由 于 个 体 差异 的 普遍 存在 ， 
不 可 能 由 一 个 简单 的 供需 平衡 条 件 决定 we, 因而 劳务 市 场 并 不 是 Walras 意义 
上 的 完全 竞争 市 场 . 注意 ,提供 工资 的 差异 性 与 对 厂商 的 无 差别 性 假设 并 存 , 是 
一 个 表面 上 了 矛盾 的 事实 ,值得 作 某 些 说 明 . 每 个 厂商 都 有 同等 可 能 提出 位 于 
[wi ,wa] 中 的 任何 工资 ,就 此 而 言 ,并 不 能 认为 厂商 是 有 差别 的 . 但 厂商 对 求职 
者 开 出 工资 w 时 ,未 必 确 知 求职 者 的 身价 ,在 权衡 招聘 成 功 机 会 与 付出 成 本 大 
小 时 ,不 免 形成 多 样 化 的 选择 . 而 且 , 工 人 在 同一 时 间 只 能 面 对 一 个 (或 数量 有 限 
的) 厂商 ,因而 缺少 比较 不 同 工 资 的 机 会 . 这 些 复杂 的 因素 致使 求职 者 不 可 能 面 
对 某 个 统一 的 工资 . 

D. 问题 与 分 析 方 法 - 

就 业 模型 所 要 解答 的 问题 通常 有 如 下 两 种 . 

| (a) 求 出 反映 劳务 市 场 状况 的 主要 数量 指标 ,如 就 业 人 数 工 (或 失业 率 u ); 
工资 水 平 w; 在 工资 有 差异 时 , 求 出 最 低 工 资 w 与 平均 工资 


w= Ew = | wc; NC 
工人 能 力 BROKE es 工人 平均 最 优 收 入 
V=EV =u, tu fm V (w)dG(w) , | (6) 


有 表达 了 工人 的 福利 水 平 . 
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”(b) 确定 上 述 指标 与 参数 的 相关 性 . 关注 的 重点 是 那些 对 于 劳务 市 场 状况 
有 重大 影响 的 参数 . 例如 ,对 于 失业 的 分 析 必 定 要 考虑 参数 c, 这 引导 到 一 定 的 
政策 评价 . 
为 解答 以 上 问题 而 进行 的 模型 分 析 ,通常 遵循 以 下 步 又 . 
O 计算 最 优 值 V 与 v, 其 计算 方法 在 本 节 中 将 充分 标准 化 . 
Gi) 利用 适当 的 宏观 均衡 条 件 建立 V 与 v 之 间 的 一 定 关系 式 . 一 个 典型 的 
平衡 方程 为 
工人 最 优 纯 收益 /厂商 从 一 个 岗位 获得 的 纯利 润 一 const. 
Gi) 从 均衡 方程 求 出 一 定数 量 指标 (如 w,u 等 ) 的 均衡 水 平 ,或 者 得 出 确定 
某 一 数量 指标 (如 wo ) 的 隐 式 方程. 
Gv) 讨论 参数 的 影响 ,所 用 方法 是 标准 的 与 初等 的 ,不 过 有 时 也 需要 复杂 
的 计算 ,此 时 颇 需 技巧. | 
Cv) 极端 值 分 析 . 通常 设 模型 参数 s 限定 在 某 个 区 间 Goss 之 内 ,考虑 当 * 
一 5 或 * 一 5 时 的 极限 情况 常 导致 经 济 学 上 有 意义 的 结论 . 
在 劳务 市 场 上 ,尽管 个 体 行为 与 状态 是 高 度 不 确定 的 ,但 许多 宏观 指标 则 往 
往 呈 现 出 很 大 的 稳定 性 . 正 是 宏观 上 的 相对 稳定 性 为 就 业 模 型 分 析 提 供 了 基本 
的 平衡 方程 ,从 而 使 各 种 均衡 指标 (如 失业 率 、 工 资 水 平 ) 的 计算 成 为 可 能 . 一 个 
最 常用 到 的 平衡 方程 是 :在 均衡 时 ,处 于 一 定 状态 的 工人 数 与 职位 数 保持 不 变 ， 
因而 其 流 人 数 等 于 其 流出 数 , 这 意味 着 
aU = bL = V. (7) 
由 式 (7) 可 立即 推出 : 
u= mu m. (8) 
| L+tU aL+aU a+b 
式 (7) 与 式 (8) 将 被 多 次 运用 . 因 通常 很 小 , 故 式 (8) 表 明 a 一 般 远 大 于 6, 即 找 
到 工作 的 机 会 一 般 远 多 于 失去 工作 的 机 会 . 车 令 a 一 co, Mu 0, 此 时 工人 达 
到 充分 就 业 , 失 业 不 存在 . 
应 当 指出 ,即使 是 最 精细 的 就 业 模型 ,都 远 不 足以 完全 反映 劳务 市 场 的 复杂 
性 . 最 初步 的 考虑 都 会 发 现 许多 难以 准确 描述 的 情况 . 例如 下 面 几 种 情况 . 
(a) 对 于 工 与 U 的 统计 未 必 能 准确 无 误 . 某 些 工人 可 能 因 工 作 不 饱满 而 处 
于 半 失 业 状 态 ,或 者 暂时 失业 ;反之 , 某 些 失 业者 可 能 从 事 一 些 临 时 性 的 工作 . 可 
见 ,对 于 就 业 与 失业 的 界定 并 不 简单 ,这 就 难以 要 求 就 业 或 失业 统计 完全 准确 . 
(b) 工资 w 通 常 并 非 工 人 所 得 的 全 部 回报 . 除 工资 之 外 ,雇主 常常 给 予 工人 
多 种 好 处 以 鼓励 其 工作 积极 性 ,如 免费 就 餐 、 休 假 、 实 物 奖励 等 等 ,还 可 能 奖 以 公 
司 股权 . 这 些 情况 使 得 依 式 (3) 计 算 的 工人 最 优 收 入 不 尽 合 平实 际 情况 . 
(c) 工人 与 雇主 也 不 总 是 纯粹 的 交易 关系 . 工人 对 于 公司 通常 有 不 同 程度 
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的 依附 ,因而 伴 之 以 一 定 程 度 的 忠诚 . 这 种 关系 必然 影响 到 双方 的 选择 :无论 更 
换 工 人 或 更 换 雇主 ,都 不 是 随心 所 欲 的 事情 . 

注意 到 上 述 种 种 复杂 性 ,对 于 建立 一 个 具有 准确 预报 力 的 就 业 模型 ,就 不 再 
轻易 抱 有 完全 的 信心 . 在 很 多 情况 下 ,如 果 理 论 能 定性 地 解释 我 们 主要 关心 的 现 
象 并 正确 地 预告 总 的 发 展 趋 势 , 就 足以 使 人 满意 了 . 


4.7.2 匹配 模型 


首先 考虑 一 个 最 简单 的 情况 :工资 w 与 工人 的 劳动 投入 e 都 是 国定 的 @, 只 
是 劳资 双方 “匹配 ”的 机 会 具有 不 确定 性 . 下面 的 模型 以 Pissarides (1985) 的 工作 
为 基础 , 它 所 涉及 的 分 析 相 对 来 说 是 较 简 单 的 . 

A. 最 优 值 

设 工 人 收入 y 与 雇主 从 一 岗位 所 获 利润 c 分 别 依 式 (1) 与 式 (2)'. Hw ge 
均 固 定 , 工 人 与 岗位 都 只 有 两 种 状态 :工人 就 业 或 失业 ;岗位 为 实 位 或 空位 . 相应 
地 , 值 函数 Y 与 "都 只 取 两 个 值 , Ve,V 与 wuryzo. 因 工 资 与 工人 投入 并 无 差异 ， 
无 论 工 人 跳槽 与 雇主 更 换 工人 都 不 具有 实际 意义 ,因而 不 予 考虑 . 在 上 述 设 定 
下 ,最 优 值 的 计算 是 相对 简单 的 ,不 过 仍 具 有 典型 性 ,对 于 今后 要 作 的 同类 计算 
有 示范 作用 . 下 面 主 要 考虑 Vs 的 计算 ,V。,vr vo 的 计算 是 类 似 的 ,几乎 只 需 适 
当 更 换 字母 就 可 得 到 相应 的 结果 . 

Pht > 0 充分 小 . 依 动态 规划 的 最 优 性 原理 与 Poisson 过 程 的 性 质 , Vs WEN 


Ve = [e-emwds 十 e*'[e~*Vs 十 (1 一 e™*)Vo] + olt). 


上 式 中 ,积分 表达 了 工人 在 区 间 [0,t] 内 保持 工作 的 期 望 折 现 收益 ;中 括号 内 是 

Vg 与 Vo 的 加 权 平 均 ,而 权 数 e™“ 5 1—6 " 恰好 分 别 为 工人 在 时 间 't 在 职 与 失 

业 的 概率 . 从 所 得 等 式 解 出 Ve, 然后 令 i1 一 0 取 极 限 得 
eet+oxrruds + e7^*(1 — e7*)V, w 

类 似 地 可 求 出 Yu,vryv， 它们 的 表达 式 均 很 简单 且 很 具 规 则 性 ,下 面 汇集 在 一 

起 以 便于 对 照 : | 








V, vote Wetec 
btp? ' ate (9) 
bu, 十 Ae — w — ò Hor — Ó 
up a pg 


O 这 并 不 意味 着 由 与 是 外 生 党 数 . 实际 上 也 与 e 正 要 由 模型 内 生地 决定 . 这 一 解释 亦 适用 于 其 他 
类 似 情况 . . m 
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参数 a,b,c,6 )7 的 意义 参看 4. 7.1 小 节 . 由 线性 方程 组 (9) 可 唯一 地 解 出 VeVu， 
Up5,Uo; 但 只 UR Ve 与 Vo 的 表达 式 是 必要 的 


_ (a 4 pw +t bc 
ii atbte ’ |. (10) 
y, 2w t cG t p) 
pee atbtpe- 


B. 宏观 均衡 

为 从 式 (9)、 式 (10) 得 出 we 与 模型 参数 之 间 的 一 定 关系 式 , 必 须 借 助 于 一 
定 宏观 均衡 条 件 , 它 们 表现 为 最 优 值 Ye,Vo,vr ,vo 之 间 的 一 定 等 式 . 这 类 条 件 并 
非 一 成 不 变 , 下 面 采用 方程 

Vg — V, = Ur — UV; Uo = 0. (11) 

其 中 第 一 个 方程 可 解释 为 :一 个 岗位 带 给 工人 的 净 收 入 等 于 它 带 给 雇主 的 净利 
W. v, = 0 可 称 为 自由 进入 条 件 , 它 表示 厂商 可 无 成 本 地 增加 或 消去 岗位 . 结合 
式 (9) 一 式 (11) 得 到 


w—c ~ Aw- ,.-À 
ac bcp b+ p Eoo? 
由 此 解 出 
28(b + p) = 9CAe — c — 9) — a6, | (12a) 
wc T b p. _ (12b) 


BR a, b, 未 必 容 易 直 接 测 定 ,应 尽 可 能 消去 ,为 此 可 利用 方程 (7) 与 方程 (12a) 
及 下 面 就 要 引进 的 匹配 规则 ， 

在 劳务 市 场 上 ,求职 的 工人 与 招工 的 雇主 都 在 充满 不 确定 性 的 条 件 下 搜索 ， 
只 有 在 适当 的 机 会 下 才能 相遇 并 达成 协议 , 即 实现 丐 配 . 实现 匹配 的 机 会 对 于 个 
体 来 说 是 难以 预见 的 . 但 从 宏观 上 看 , 则 服从 很 强 的 规则 . 以 M 记 单 位 时 和 间 肉 劳 
务 市 场 的 匹配 数 , 设 M 可 表 为 如 下 匹配 函数 ， 

M = BUYS, (13) 

KB B> 0,a,8 E (0,1] 为 参数 . 式 (13) 表 明 匹 配 数 与 失业 人 数 U 及 空位 数 V 
正 相 关 , 直 观 上 这 是 很 自然 的 . 注意 ;一 般 说 来 总 有 U,V > 0, 即 失 业 与 空位 共 
存 而 并 不 能 直接 抵消 , 正 因 市 场 存在 摩擦 ,这 才 使 匹配 并 非 总 能 顺利 实现 . 

联 立 方程 (7) 与 M = WV = BU'V? fg th 


a = bL/U = bL/(ON — L), (14a) 
7? = MOM/BU*) V? = BOOL) FPN — Ly", (14b) 

以 式 (14) 代 入 式 (12) ,得 到 
26( + po) — 9D, w= yyL), (15) 


KR) 5 9 CO 的 表达 式 不 必 写 出 , 式 (15) 一 方面 给 出 用 给 定 模型 参数 ( 即 
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A,B,c,0,p, N ,a, B 等 ) 表 出 均衡 就 业 人 数 工 与 均衡 工资 w BA X: 

L=@' (266+ p)), w= yg 26 十 p)», . 
另 一 方面 给 出 工 与 ww 之 间 的 关系 式 w — 90D , BERR (Lw) 平面 上 的 一 条 
曲线 . . 
C. LAB 
首先 考 虚 参数 对 工 ,w 影响 . 仅 以 参数 。 为 例 说 明 . 由 式 (12a) 有 


97,4, enpa? 
0=Aq + Sae — c — 8) — 0 3 
=An+ ee 20 (Ae -c0 02] 


H Ae — c — ò> Ae — w — ò> 0, 直接 由 式 (14) 看 出 3a/3L > 0,27/2L <0 
(注意 8x11 0,8018 3L/2e > 0; ARAI 3a/2e > 0,22/2e <0. 另 一 方 
面 ,由 式 (12b) 有 


3e Hae Pat tet 070. 


这 就 得 出 :均衡 水 平 工 ,w 均 与 e EK. 这 意味 着 ,就 业者 努力 工作 对 于 增进 就 
业 与 提高 工资 均 有 正面 效应 . 这 一 结论 固然 是 可 以 接受 的 ,但 在 直观 上 未 必 是 显 
然 的 . 

类 似 地 可 得 出 3L/3c 二 0, 即 提高 失业 者 收入 有 碍 于 扩大 就 业 . 这 自然 是 合 
理 的 . 另 一 方面 , w 5j c 的 关系 则 并 不 明确 . 

其 次 ,考虑 工人 的 平均 最 优 值 V, 它 是 刻画 工人 整体 (包括 就 业者 与 失业 
者 ) 福 利 的 一 个 数量 指标 . 容易 求 出 

V =Ve— ulVe— Vo) = Ve— uvo (HRAL) 


—(a--phw-bc 6 


于 是 


av =| bw —c) | bóp i atp aw | dpu a7 

de (a+b+p) yYatd'jae  atb+pdae Y da’. 
AER aa/ae > 0,dw/de> 0, 而 通常 BR) RM—-MA OV /ae>0, BV 5e 
正 相 关 . 这 就 表明 ,在 职工 人 努力 工作 不 仅 有 益 于 自身 ,而 且 有 利于 提高 全 体 工 


人 的 福利 . 
4.7.3 无 仿 工 模型 


保持 4. 7. 2 小 节 中 工资 固定 的 假设 ,但 容许 工人 有 不 同 的 投入 .雇主 对 工人 
既 缺 乏 完全 的 监督 ,又 不 能 仅仅 依靠 解雇 的 办 法 来 促使 工人 努力 工作 ,因此 只 能 
致力 于 设计 一 定 的 激励 机 制 , 以 促使 工人 自动 地 努力 工作 . 鉴于 问题 的 复杂 性 ， 
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循 这 一 思路 的 建 模 与 分 析 都 不 会 很 简单 . 下面 的 模型 依据 Shapiro 与 Stiglitz 
(1984) 的 工作 , 它 提 供 了 一 个 相对 简单 而 又 颇具 说 服 力 的 例子 . 
A. 模型 描述 
雇主 在 缺少 关于 工人 工作 状态 信息 的 情况 下 ,无 法 实现 “ 按 劳 付 酬 ", 只 能 付 
给 同一 固定 工资 w. 工人 可 能 选择 实干 CE) 与 息 工 (S). 为 便于 分 析 , 作 一 极端 假 
设 : 实 干 工人 与 息 工 工人 劳动 投入 分 别 为 e 与 0( 这 显然 不 很 现实 ),e A. 
工人 的 收益 函数 从 式 (1) 修改 为 
w-—e, ST, 
,= on EI, 
C, 失业 . 
假定 实干 工人 与 仍 工 工 人 被 解雇 的 概率 分 别 为 5 与 六 ,二 己 . 正 是 这 一 差别 ( 即 
使 6 一 5 并 不 很 大 ) 影 响 到 工人 的 行为 . 直观 上 很 明显 ,如 果 也 很 低 , 仍 工 工 人 即 
使 面临 较 大 的 失业 风险 ,未 必 会 很 珍视 他 现 有 的 这 份 收入 微薄 的 工作 ,因而 无 意 
于 改变 自己 的 工作 态度 . 但 如 果 工 人 因 息 工 要 冒失 去 一 份 收 人 优厚 的 工作 ,他 必 
定 要 三 思 而 行 了 . 由 此 可 见 , 雇 主 为 杜绝 息 工 ,应 将 工资 提高 到 一 个 适当 的 高 度 . 
刚好 能 使 雇主 达到 此 目的 的 工资 水 平 就 称 为 无 印 工 工资 , 它 是 一 种 效率 工资 . 雇 
主 一 旦 采用 无 傅 工 工资 w, 其 所 雇工 人 将 全 部 选择 实干 ,因而 其 利润 可 表 为 
x= Aflel) — lw, (16) 
REIER ANELAR, JO 是 新 古典 生产 函数 . 注意 ,此 处 不 宜 采用 利润 
函数 (2) 或 利用 函数 (2)'. | 
本 模型 中 ,参数 Abb cep 是 外 生 的 , a 由 模型 内 生地 决定 ; / 由 厂商 依 
据 利 润 最 大 化 原则 选 定 ,与 工资 ww 有 关 . LO nl) 与 w 是 模型 的 两 个 主要 变量 ， 
其 均衡 值 L" Sw’ 将 由 雇主 与 工人 的 行为 共同 决定 . 
B. 宏观 均衡 
以 V, 记 工人 的 最 优 值 , i 表 工 人 的 状态 ; i = EE,S,U.V, 自然 与 工资 w 有 
X. 雇主 必定 这 样 选择 无 傅 工 工资 ww; 它 刚好 使 得 息 工 者 的 最 优 值 并 不 优 于 实 
干 者 的 最 优 值 ,而 失业 风险 则 较 大 ,这 就 使 仿 工 者 自动 放弃 仿 工 了 . 因此 RBI 
条 件 ( 缩 写 为 NSC) 可 表 成 l 
Vg — Vs Vo. 
为 使 NSC 具体 化 ,需求 出 Vi 的 表达 式 . Awe 与 e 均 固定 ,V; 的 计算 如 同 
4. 7. 2A 中 一 样 简单 ,下 面 略 去 计算 过 程 , 只 写 出 结果 : 
(6+ p)Vg =V + we, 
fe 二 PVs =bV, +w, 
Ca + pV, =aVet+e. 
由 以 上 线性 方程 组 可 唯一 地 解 出 
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_ Xa t g) w — e) +c 
Ve = a ET 


(ab, + ap + bp + p!) + b (be 十 co 一 ae) 
(a +b +p) + o 


ov, = alw — e) +c(b +p) 
a+b+o 
将 所 得 的 Ve,Vs,V。o 代入 NSC ,得 到 
w=ct+e(atb,+p)(6,—56)', (17) 
wo>ete. 
BR, ASX w >c +e BRATELOR, AMTUMK. 
为 从 式 (17) 中 消去 a, 我 们 应 用 宏观 均衡 条 件 (7). 注意 NSC HETIÑ 
失 , 因 而 工人 只 剩 下 两 种 状态 :实干 与 失业 .从 aU = OL HB a = BL/ON — L) 
代 人 式 (17) ,得 
w=a(N—L)'+8, 
a= beN(b, — 5) !, B-—c-redep(b, —b) !. 
方程 (18) 表 示 (Low) 平面 上 的 一 条 上 升 凸 曲线 , 称 为 NSC 曲线 , 它 位 于 水 平 线 
w=ce+teZhLACHRP >c+e) HUEBRL=N ARMA. 厂商 选择 
NSC 曲线 上 任 一 点 (Low) ( 即 选择 雇工 人 数 ! = L/n 与 工资 w ) ,都 能 使 工人 无 
f IJ IE. 
利用 式 (16) 写 出 厂商 的 利润 最 大 化 条 件 ; 20/81 = Aef! (el) — w = 0, BB 
w = Aef'CeL/n) SAL). (19) 
方程 (19) 表 示 (Lew) 平面 上 一 条 下 降 曲 线 w 
CFA £P" C) <0), 即 劳务 需求 曲线 ,简称 为 
ZL? 曲线 ( 见 图 4. 2). S(O) = co ( 依 4. 15 
XQ». L'A D o HIER. SR 
出 NSC 曲线 与 天 曲线 有 了 唯一 交点 CLA, 
w), 它 就 是 方程 组 (18)、 方 程 组 (19) 的 唯 
一 解 . L' 5w 就 是 我 们 所 要 求 的 均衡 就 “1。 
业 水 平 与 均衡 工资 . o 
C. 某 些 结论 
首先 考虑 参数 对 均衡 值 的 影响 . 为 简单 图 4 2 
起 见 , 略 去 星 号 ,就 以 工 ,z 表示 均衡 就 业 人 数 与 均衡 工资 , 由 方程 组 (18) 与 式 
(19), 工 满足 


pVs 一 





(18) 





Woe te= Aer |S}. (20) 
Hs 是 一 个 异 于 Nin 的 模型 参数 , 则 由 式 (20) 有 
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1 da a 28 一 alie) e aL 


Na ait Nag d Ly ——— f Cel) + Aef"Cel) £22 4132), 


移 项 后 得 








st [o eren] 


一 1 dea 


~~ 2 - 28 a. (21) 
Bist (21) 9 40.5 SANI A (Jos 与 Q@ 同 号 ,要 判定 Q@ 的 符号 FSR 
特定 的 参数 . 例如 取 s =c, M Q——238/2c =— 1, KK 8 L/2c « 0, 可 见 提高 失 
业者 收入 将 使 失业 更 严重 . AU, HC s — 5, 18 Q — 0, 可 见 加 大 人 辣 工 者 的 失业 
风险 能 增进 就 业 . 这 些 结论 都 是 值得 注意 的 .不 过 ,元 与 e 的 相关 性 不 能 确定 . 

另 一 个 值得 注意 的 结论 是 在 极端 参数 下 的 工人 状态 与 行为 ,考虑 两 种 情况 . 

G) Rb — oo, 这 意味 着 仍 工 者 几乎 必然 被 解雇 ,其 前 提 在 于 雇主 对 于 工人 
工作 状况 有 完全 的 信息 ,因而 均衡 CL" ,w" ) RA Walras 均衡 , 今 考察 此 均衡 位 
T fe ab. H35X C18) 40034 b, = co Bf a = 0,8 — c +e, 因而 NSC 曲线 是 由 水 平 线 w 
= c 十 e 与 垂直 线 虐 = 入 构成 的 折线 , 记 作 D OLEA.2). (L",w"*) 就 是 L? 曲 
线 与 L^ 曲线 的 交点 E”. VE 

| w* = Aef'(eN/n) Scte,- 

即 f' CeN /n) 之 Cc + e)/(Ae). 直观 上 ,在 完全 竞争 条 件 下 ,只 要 失业 存在 ,就 业 
工人 就 只 能 得 到 最 低 工资 c 十 e, 工人 因 担 心 失 业 而 不 敢 急 工 . 一 旦 失业 消失 , 工 
资 w 可 能 是 高 于 c 十 e 的 任何 值 ,而 均衡 值 由 厂商 的 利润 最 大 化 条 件 决 定 . 

Gi) Rb = 0, 这 意味 着 在 职工 人 几乎 必然 不 被 解雇 . 此 时 由 式 (18) 有 e = 
0,8 =c + e + ep/b,, NSC 曲线 退化 为 水 平 线 凤 = B, KBTLRw =p 与 就 
业 情 况 无 关 . 在 均衡 状态 下 ,在 职工 人 与 失业 工人 将 各 维持 现状 ,失业 工人 将 永 
无 工作 机 会 (注意 4 = 0! ). 工人 为 了 避免 一 旦 失业 就 永 无 工作 的 命运 ,必定 宁 
By ESSE STIS. 


47.4 工资 差异 模型 


本 节 前 面 两 个 模型 实际 上 都 假定 ww 与 e 是 固定 的 . 现在 仍然 固定 e (解释 为 
工人 的 实际 劳动 投入 ) ,但 假定 工资 w 服从 某 个 连续 分 布 ,这 一 改动 使 问题 明显 
地 复杂 化 .下 面 的 模型 主要 依据 Burdett 与 Mortensen (1998) 的 工作 , 它 虽 有 点 
理想 化 ,但 不 失 为 一 个 构思 精巧 的 典型 . 

A. 模型 描述 

今 在 4.7.1 小 节 中 一 般 设 定 的 基础 上 , 作 进 一 步 的 假设 与 说 明 . 

Ci) 状态 转换 . 从 工人 方面 说 ,被 解雇 与 跳槽 都 可 能 使 工人 离开 原 有 岗位 ， 
由 于 工资 存在 差异 ,跳槽 的 动力 明显 存在 ,只 是 假定 g <a, 这 意味 着 在 职工 人 


Ff (D 十 Ael f"el) 3 
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寻找 新 工作 的 热情 不 及 失业 者 寻找 工作 . 为 便于 分 析 ,假定 失业 与 跳槽 两 者 是 互 
相 独 立 的 (这 当然 有 点 理想 化 ). 由 于 工人 投入 无 差别 ,雇主 并 无 主动 换 人 的 动 
力 , 故 不 予 考 虑 . 

Gi) 收益 与 利润 . 假定 收益 与 利润 函数 分 别 依 式 (1) 与 式 (2). 工人 的 最 优 值 
WA V Cw) Qu > w). Vw) HA BR, A Vw) >V Cw) 之 Vo. 另 一 方面 ， 
V Cus) 29 Vo, 则 雇主 仍 有 促使 工人 接受 比 w 更 低 工资 的 空间 ,这 表明 必定 
V (wo) 一 Yo 本 模型 不 考虑 厂商 的 路 时 最 优 决策 ,因此 不 涉及 最 优 值 v. 

Gi 工资 分 布 . 假定 雇主 提供 的 工资 w 服从 连续 分 布 FORO Go, S w x 
rr)， 这 是 模型 的 最 关键 的 假设 . 最 低 工资 w 与 最 高 工资 w 虽然 不 会 因 人 而 
异 , 但 并 非 外 生 参 数 , 而 是 取决 于 市 场 , 且 正 是 模型 要 确定 的 主要 数量 指标 . 自然 
要 求 

c « w, «wg «Ae RB, 
这 意味 着 拿 最 低 工 资 的 工人 总 胜 过 失业 者 ;即使 付 给 工人 最 高 工资 ,雇主 仍然 有 
利 可 图 (参照 式 (2)). 如 已 提 到 的 ,在 职工 人 的 工资 分 布 C(') 未 必 与 F(:) 一 
致 . 但 可 以 想象 , GCO 与 F CO 之 间 必 有 很 强 的 联系 . 容易 直接 看 出 的 是 , 必 有 
Fwy) = Glwo) = 0,F (wu) = Glwy) = 1. 

RADIER He OR LE FEO, GO; RRR LE we ;分 
析 wo 如何 依 赖 于 模型 参数 . 分 析 本 模型 所 采取 的 如 下 步骤 在 一 定 意 义 上 是 标准 
的 . 

(a) HARRE V C 与 V。, 它们 含有 待定 的 w. 

(b) HAER Vw) = Vo 得 出 关于 w WIE gpw) = 0. 

(c) 利用 一 定 宏观 均衡 条 件 求 出 分 布 函数 已 (.) 与 GC(:), 将 其 代入 方程 
p(wo) = 0. 

(d) 从 方程 eG) = 0 解 出 wo. 

(e) 确定 wo 与 模型 参数 的 相关 性 . 

(D. 计算 与 工人 福利 有 关 的 其 他 数量 指标 ,并 讨论 其 对 参数 的 关系 . 

B. 最 优 值 

最 优 值 的 计算 原则 上 与 4. 7. 2A 并 无 不 同 ,但 因 涉 及 连续 的 工资 分 布 而 不 免 
要 复杂 些 . 

取 定 w € [wo wa]. dE t> 0 充分 小 ,类 似 于 4.7.2A 中 计算 Vs 时 所 作 的 ， 
有 


V (x0) [stmt + o(t) 
+ e^*'[e-**?9'V Cw) + (1 — e 00V, +e *(1 — e *0QQo) J. 
式 中 ,积分 表示 工人 在 区 间 [0,2] 内 保持 原 工作 的 期 望 折 现 收 益 ; 中 括号 内 是 
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Vw), V, 5 Qo) =F BB BOE JS BU e OTP" — e^ E e^" (1 — e7*) 分 别 
为 在 时 间 上 工人 保持 原 工作 .失业 与 跳槽 的 概率 , QCw) 表示 工人 跳槽 后 的 最 大 
期 望 折 现 收益 . 如 同 在 4. 7. ZA 中 一 样 , 解 出 VC(w) 然后 令 上 一 0 取 极 限 得 


pbV。 十 qQCo) + w 
VO) = — etate C (22) 


为 完成 VCw) 的 计算 ,必须 算出 Q(w). 设 试图 跳槽 的 工人 在 寻找 新 工作 时 遇 到 
的 提供 工资 为 s. sw (这 样 的 概率 为 FC(w) ), 则 工人 宁可 保持 原 工作 ; 若 s 


> w, 则 工人 的 期 望 最 优 值 为 [| VOdO. 综 上 得 出 
Q(w) =F(w)V(w) + "vcro 


=F(w)V Gv) — [ov oar «sy (F=1—F) 


=V Go) + "Fav. (分 部 积分 ) 
以 此 代入 式 (22) ,然后 解 出 VC(w) 得 
(b + p)V (w) — bV, + w + a| Fovo). (22)! 
由 式 (22)' 可 推出 
V' (w) = l/[5 + p + aFGw)], (23) 
V, =w +qI, I= "Fav co. (24) 


HEA V, = V (w), 似乎 已 无 须 计算 Vo. 但 we 是 未 知 的 ,我 们 正 要 利用 等 式 
V, = V Go) 来 确定 wo, 因此 需要 独立 地 求 出 Vo, 不 过 Vo 的 计算 类 似 于 VC(w) 
且 更 简单 ,我 们 只 写 出 结果 : 
pVo — c4- al... 依 式 (24)) | (24! 
联 立 方程 (24) 与 方程 (24) WE V, 得 
0 — (a — qM 4d c— w 

=f” D cone + c — w 2 Kw), (25) 
其 中 用 了 式 (23). 方程 (25) 就 是 我 们 所 需要 的 关于 最 低 工资 we 的 方程 . 不 过 ,在 
目前 的 形式 下 ,方程 (25) 还 不 便于 用 作 分 析 , 因 函数 FF(*) 及 wn 都 有 待 确定 ,这 
正 是 下 面 所 要 解决 的 . 

C. SHAR 

本 段 的 任务 是 求 出 分 布 函数 FC. GO), 这 依赖 于 适当 的 宏观 均衡 条 
fr. 

FEB w € [wo wn]. 设 厂 商 雇用 工人 数 为 ko)， 则 厂商 在 单位 时 间 内 所 获 
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得 的 利润 为 CB — w)LCw) (用 式 (2)). 在 均衡 时 厂商 的 利润 应 与 ww 无 关 ( 这 是 关 

键 !) ,因此 

D dus) (wy << w< wy). (26) 
Fa — FP BE LIS ERE CES HE HT EB AR S 

平衡 ,这 得 出 . 


Ilw) = 





aUF (w) = bLG(w) + gLF (w)G(w), (27) 
其 中 aUF(w) 表示 找到 工作 且 工 资 不 大 于 mm 的 失业 工人 数 ; LG(w) 是 工资 不 
大 于 za 的 在 职工 人 数 ,这 群 工 人 中 失去 工作 与 转 人 工资 大 于 ww 者 之 人 数 分 别 为 
bLG(w) 5 qLF (Gw)GQw). 以 aU = bL ( 依 式 (7)) 代 人 式 (27) 得 


_ OFWw) eT C+ OOF) ' 


G' (w) [5 + gFQw)] = F' Qw)[5 + qGlw)]. (28) 
为 将 式 (26) 一 式 (28) 结 合 起 来 ,考虑 


_ nuQ, LAG(w) | LG'Qw) _ L[5 + qGGw) ) 
Iw) = lim, nAF(w)  nF' Cw) nlb+qFw)]' 《用 式 (28)) 


EES PR w= ws f8 LG) = 6L/nCb 十 q); M LG) $ Cw) 的 表达 式 代 人 式 
(26) ,经 整理 后 得 
bqF Cw) B— w 
b+q B — w, 
将 式 (27)' 代 人 以 上 方程 ,得 到 一 个 关于 F(w) 的 二 次 方程 ,由 其 解 出 (注意 0 < 
F(w) <1) 











+ qx'GOwe) = bQ — 27), x= 


F(w)—4(5b-c-q)üu—2, (29) 

或 gF(w) = (b + q)z — b. (29)' 
以 式 (29) 代 人 式 (27)' 得 

b'qGQGw) = xr !-—1. (30) 


直接 计算 知 93x/9w «0,9*z/2w? <0; 然后 易 
从 式 (29)、 式 (30) 得 出 在 区 间 Goo wu. 内 
F!'(,F'C),G C), GCO RAE. 另 一 方面 ，: 
用 式 (27)' 易 得 ,在 (wo wg) 内 


Zr -r TP. gFF 
F—G-—-G F=; p70 


综合 以 上 结论 ,可 知 FC(*) SGC) 的 图 形 具 有 
如 图 4. 3 PABA. ER, POC RACH EF o 4 
为 一 阶 随 机 占 优 ,这 推出 “ome "OB 
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[war (w) < [wae ($t), 


即 平均 提供 工资 一 平均 实际 工资 . 直观 上 ,这 是 很 自然 的 . 
FESR (29) PR w = wy 并 注意 (wn) = 1, 得 出 
Wy = wW + B(B — w), B= Qq(2b+q)6+q). (31) 
D. 最 低 工 资 w 
在 作 了 前 面 的 准备 之 后 ,现在 已 接近 于 达到 我 们 的 主要 目标 : 求 出 最 低 工资 
w 并 阐明 它 与 参数 的 相关 性 . 


Br MB 一 ww)/(B — w) fih w= B—a(G — w), 因而 


dw = 2r(w, — B)dz. 


于 是 
[1 a DF w) _ 
pwo) = w OF P+ qE wy” 十 < 一 mw (用 式 (25)) 
-f| «1e —o0L[06 t oz — 5], E Nu 
=f, @+qQrte 22(B wdx +c Wo 
(用 式 (29)、 式 (31)) 


_2a -pB — wf (5 tpa — xao +e w 
b 
EFG 


q 十 9) 工 十 
=2q (a — q)(B — ux)J + c — w, 
其 中 J 表 算 式 中 的 积分 , 它 仅 与 参数 5,9,P 有 关 , 且 易 见 J > 0. 于 是 由 方程 
pw.) 二 0 解 出 


q(B— c) 
Ra—-qitq (32) 


w, = B — 
由 式 (32) 易 直接 验证 c < w <B. 
为 便于 对 wo。 作 进 一 步 的 考察 ,不 免 要 算出 积分 J. 这 件 事 是 完全 初等 的 ,但 
MEM. Fea) — 《6 十 gq)z 十 Pp, 则 
(b +g)? — bz = og'(x) + Be +7, 
其 中 a,B,7 待定 . 依次 取 工 = 0,1,2 可 得 关于 a, 8,7 的 线性 方程 组 
ag2(0) + pg(0) 十 7 一 0， 
be +ga) 十 7 一 0， 
ag’ (2) + Bg(2) + Y = 26 + 4g. 
由 此 解 出 


1 


__6bt2p »,_ PO E 
b dq P , 


| b+q’ b+q ` 


人 = 


于 是 
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J =f, [eee +B+ ze 
q 


-[ 7 _. 

=|, [oe + B+ ah + ade + Gor. 

Uep t 8)  a(q* + 269) , Y itta te 
2 于 了 7 26+q) bF” b-—p 


—4(q—2p , p t pi bat p 
|.2(06 cg? + q)’ bte 


TE o JE A^ AT ELS (3378. J 0 3/20 +a); 以 此 代 人 式 (32) 得 出 we 的 近 
似 表达 式 





(33) 


B—c 2 
TR Pe ^ wi. (32)! 
现在 考虑 wo 与 参数 的 相关 性 . 直接 从 式 (32) 看 出 wo 与 B,a,c,J 正 相关 .其 
次 ,由 式 (33) 不 难 推出 , 当 p 充分 小 , g <b + 20 NUR 3J/2b «0. 由 此 可 见 , 如 - 
下 每 项 措施 都 有 助 于 提高 最 低 工资 : 
G 提高 生产 力 ; 
Gi) 加 大 在 职工 人 的 劳动 投入 ; 
Gii) 增加 失业 者 的 就 业 机 会 ; 
Gv) 提高 失业 补助 金 ; 
GO. 降低 在 职工 人 的 失业 风险 . 
E. 其 他 指标 v . . 
BR ws 之 外 ;值得 关注 的 其 他 指标 有 :平均 实际 工资 OD; 实际 工资 的 方差 o2; 
-工人 的 平均 最 优 值 了 等 . 下 面 分 别 考虑 . | 
O FUL w. w 的 计算 相对 较 容 易 ， 
w = f wde) =— f wda cw) 


w œ B — 


=w, + dwaw (分 部 积分 ) 
ea G6 + FG) , 
=w + ws "PO Faw) dw (用 式 (27)') 








cuu up 2 d g0(0B8 — wdf (十 g) 工 一 已 _ B— 
=w, + 7 h Sa dz [用 z= | 


B — wo 


_ bw. + qB _ bw + + dwn : 
=- = TE (用 式 (31)) (34) 


ABGOR, WE w 5j BOX w 5 w 2 BOE 3. Bw 5j ve, EAR, E w 
5 s IETRAE B s $F bas =a, Bc), 则 五 亦 与 * 正 相关 . 其 次 , 设 9/35 47 
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0, 则 


Iw 


2b <0, 


REH w Lg b RR, MMAR AR RERIK. 
Gi) 方差 ce. Ao, = Ew 一 琵 , 故 只 要 计算 


Ew? =| ”waccw) 一 一 f wdw) 


wo 





+q) SP 一 wo 一 五 十 8 


wa 2(b + gq)wF (w) 
=w? + UE]. [G+ gx — b][B — (B — w)’ Jdr 
q Fa 


=w} + 


Zw? 十 q(B — wo)[Ba(4b + 34) + wi (6b? + 85g + 39] 
° 3(5 + q» 7 
于 是 结合 式 (34) 得 
| ? Ew: q(B — w) F 
Ow =Ew [w + b + q ] 
_ b (B 一 w)? bg! (B — c)? 


Gio —3039Y[2a-—9gJ33afE (用 式 (32)) (G5) 

MICE PES 7 (m I agp (35)! 

用 式 (35) FUE oz, 53 B — cog IERHAS So RMA. 由 此 可 见 , 提 高 生产 力 、 降 
低 失 业 补助 .加 大 工人 流动 性 与 减少 失业 者 就 业 机 会 ,都 会 扩大 工资 差距 . 

— Gi) 平均 最 优 值 7. 依据 公式 (6) 计 算 了 , 原则 上 不 成 问题 ,但 颇 为 繁琐 ,下 
面 只 写 出 主要 步骤 : l oo 





V = uV, + v "v coyáG cu) (用 式 (6)) 
=V, + “| Gay cu) (分 部 积分 ) 
_ a "4 (a + b)F(w) + p GGw) i 
=p t arbi. b+ pF aF dw (FAR 4) 

< 十 a n F(w)[ab + b + bp + qp + qla + FO), 
p plat b)Jw, [6+ e+ gF Cw) ][5 + gF Cw) ] 

(FAK (270 
€ , 244B — wj[! [G 4 5)x +e] +g — 5] ' 
=p * gota +6) J, CF gF P dz (MA (29V) 

[^ 2a(B 一 wo) 
aot ap (36) 


对 于 积分 J, 可 套用 积分 了 的 表达 式 , 只 是 将 其 中 的 常数 a,8,7 更 换 为 
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2225 B--— Sa E) + pla 6 — 9 y= Pha = a +p). 
b+q’ b+q b+4 , 
它们 取决 于 等 式 


[Ca + bx + Pll + qa — b] = ag'Cr) + Bgl) x Y. 
于 是 
J, = Tat — 2qp(a — q) 4 EG DO E Pig 2 十 9 十 2 
2+ go (6+ q)? b+ p 
以 此 代入 式 (36), 即 得 到 六 的 完全 表达 式 , 但 这 一 过 长 的 表达 式 并 不 便于 分 析 ， 
不 去 写 出 它 . 若 2 充分 小 , 则 


~ gla to) uu B — 006 xg)! ' 


RAK B36) B 





| agB + bc(b + 29) 
V ~ Taq Fh Taq) (36) 


在 近似 等 式 适用 的 范围 内 ,容易 判明 V 5 a,Byc ERK, 5 6,0 负 相关 . 3x 5 w 
的 情况 是 类 似 的 . 

Gv) BUT. 设 政 府 以 税率 t+ 征收 收入 税 , 则 总 税收 为 

T -—rt(nz + Lw) 


bL L(bwo --gB)] | 
RID ERI |= tBL. (用 式 (34)) 


若 了 全 部 用 于 失业 补贴 , 则 有 
TBL = CU = c(6L/a), 
由 此 解 出 c == acB/b. 利用 这 一 公式 ,可 消去 ww, V 等 表达 式 中 的 c. 


4.7.5 能 力 差异 模型 


与 工资 差异 模型 相反 ,可 作 如 下 假定 :工资 w 是 固定 的 ,而 e 服从 某 个 连续 
分 布 .对 于 e 又 可 作 三 种 不 同 解释 :表示 工人 能 力 ; 表 示 工 人 劳动 投入 且 完全 显 
示 ; 表 示 工 人 劳动 投入 但 不 完全 显示 . 这 三 种 情况 导致 很 不 相同 的 模型 ,我 们 将 
在 以 下 两 小 节 中 分 别 予 以 考虑 . 这 些 模型 都 可 看 做 工资 差异 模型 的 某 种 对 偶 模 
型 ;注意 到 这 种 对 偶 性 ,对 于 理解 下 面 的 分 析 是 重要 的 . 

A. 模型 描述 

下 面 的 描述 与 4.7. 4A 大 体 上 对 应 ,因而 我 们 可 以 做 得 简略 些 . 

(i) 状态 转换 . 由 于 工人 的 能 力 存 在 差异 ,雇主 换 人 的 事 自 然 时 有 发 生 , 假 
定 其 概率 为 p, 且 7>z 与 > 对 照 ), 即 空位 补缺 的 机 会 更 多 于 换 人 的 机 会 
《这 通常 是 合理 的 ) ,同时 还 假定 岗位 空缺 与 雇主 换 人 这 两 件 事 是 互相 独立 的 . 

Gi) 收益 与 利润 . 设 收益 与 利润 函数 分 别 为 式 (1) 与 式 (2). 如 已 约定 的 ,以 


=r|n(B — wy) * 
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vle) 与 vo 记 厂 商 从 一 岗位 所 获 利润 的 最 优 值 (下 面 简称 为 最 优 值 ). v C 是 e 的 
增 函 数 . 本 模型 中 并 不 考虑 工人 的 跨 时 最 优 决策 ,因此 不 涉及 其 最 优 值 V. 

Gi) ABI SPAR ,假定 工人 能 力 。 服 从 某 个 连续 分 布 BCe) Ce, Le eu ,这 是 
模型 的 关键 假设 . Ae 由 工人 的 工作 实绩 量度 ,这 意味 着 工人 总 是 尽力 而 为 ; 
而 县 假定 雇主 对 于 求职 工人 的 能 力 有 完全 的 判断 . 以 上 假设 无 疑 都 是 高 度 理想 
化 的 . 设 雇主 所 能 接受 的 工人 最 低能 力 为 e, 它 由 市 场 竞 争 所 决定 ,是 模型 所 要 
确定 的 主要 指标 . 自然 要 求 ei es XC eu sw < At, 后 者 表示 雇主 从 所 雇 的 最 低 
能 力 的 工人 身上 也 是 能 获得 利润 的 . 必定 De) — 0,B(lew) = 1, (ARM Ple) 
= 0 (与 (wo) = 0 对照!1). 下 面 约 定 D, = Ple), P, =] — 6. 

与 4.7.4 小 节 相 对 应 ,现在 的 主要 目标 是 确定 eo, 并 讨论 它 与 模型 参数 的 相 
关 性 . 为 此 ,需要 计算 最 优 值 "， 然 后 利用 v Ce = v (5 V Go) 一 Vo 对 照 !) ,得 
出 含 eo 的 方程 e) = 0, 所 要 的 结论 将 由 对 此 方程 的 分 析 得 出 . 以 上 思路 与 
4. 7. 4 小 节 中 对 wo 的 研究 似乎 恰 成 对 应 . 但 我 们 要 立即 指出 一 个 关键 差别 ;工人 
的 能 力 是 不 能 由 自己 选择 的 ,因而 分 布 函数 多 (*) 只 能 外 生地 给 定 , 并 不 像 FC*) 
一 样 取决 于 市 场 均衡 . 实际 上 , CO 可 由 实际 统计 资料 确定 , 它 并 不 因 市 场 况 
争 而 改变 . 正 是 由 于 ØO 与 F(*) 的 上 述 差别 ,致使 本 小 节 的 结果 与 4.7. 4 小 节 
有 很 大 不 同 . 

B. 最 优 值 

ROC) 5 FO 有 本 质 差 别 , 但 v 的 计算 却 很 接近 于 4.7.4B P V. 的 计 
算 ,下面 不 妨 写 得 简略 些 ， 

取 定 e € [even]. 3 t> 0 充分 小 时 有 

v(e) = fec ttr cae — w)ds + o(t) 

+ e^?'[e7 9*P'y(e) + (1 — e )u, + e "(0 — e7*5QCeO], 


其 中 Qe) 是 岗位 换 人 后 的 最 大 期 望 折 现 利润 . 类 似 于 4.7. 4B 中 QCw) 的 计算 ， 
» 


^ Qe) =v(e) [Be) — Glen) ] + [voe 


=v(e)®, + ["Boydve. 
于 是 得 到 类 似 于 式 (22) 一 式 (24) 的 公式 : 


b pp B+ p+ pS ; 


ù (e) = A/[b + p+ p® + pBle)]; | | (37) 
(P + 2go)v = Ae — w + pl, I= f Bedv. (38) 
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注意 , 因 未 必 有 D = 0， 以 上 公式 不 及 式 (22) 一 式 (24) 那 样 简 洁 . 
另 一 方面 ,可 通过 独立 计算 v 得 出 
《Cp 十 380)v6 ——8--7l. AREG) (38)' 
式 (38) 可 看 作 式 (24) 的 一 个 对 应 公式 . 联 立方 程 (38) 与 方程 (38) 消去 v 得 
0 =(P + 18) Ae — w + pl) — (p + pe) QI — 8) 
=p(p — DI + le + pP) + (Aen — w) p+ 19) 
Lu Ap(p 一 P(e) 
e b +e +D + poe) 
+ 有 (4eo7 — Tw + dp) + eCAe, — w+ 6) 
AGE). (39) 
这 就 是 对 应 于 方程 (25) 的 方程 . 与 方程 (25) 中 的 wa 不同, 此 处 的 er 是 一 个 外 生 
参数 He 无 关 . 其 次 注意 到 , 因 已 假定 p <7, 方程 (39) 中 的 积分 为 负 . 因 不 能 
像 Fw) 一 样 求 出 OC 的 表达 式 ,方程 (39) 中 的 积分 已 无 法 化 简 . 
C. 某 些 结论 
G) ey 存在 的 唯一 性 . 利用 方程 (39) 直 接 算出 : 
d (en) =f" Ape — p) P(e) (e) Ap®,(4 — p) 
« [b + e+ p8, + pole) f b+pt+e 
+ P Ce (Aeon — mw + 02) + AQ, 十 9) 
>0, 
可 见 e+) 为 严格 增 函数 , A 
plen) = (Aey — w) + pP) + 8€p + p) 0, 
ARE ple.) « 0, Bil ` 
f: PRISES > Ae, —w +6, (40) 
则 方程 ple) = 0 必 有 了 唯一 解 ee € (er,en). 因 未 给 出 OC-) 的 表达 式 , 故 :5 法 将 
条 件 (40) 具 体 化 . 下面 假定 条 件 (40) 已 满足 . 
Gi) eo 与 参数 的 相关 性 . 对 任 给 模型 参数 *, 由 


9 eo 
g (e) £ 


as 
RP (eo) > 0, 5 26,/25 与 99/9s 有 相反 的 符号 ,上 且 可 直接 看 出 39/3w <0. 其 
次 ， 


de 


de 十 


29 — 
*3,79 


9 
3; =— pl + &(Ae, — w). 


通常 失业 率 很 小 , 即 几 乎 各 种 能 力 的 工人 均 被 雇用 ,因而 Da ~ 0, 故 可 认为 
39/29 « 0 (BRIS 00. XX RUSSE BH, w.7 都 与 eo 正 相关 ;提高 工资 w 或 增加 空 





272 “宏观 经 济 的 随机 模型 








位 补缺 机 会 ,都 会 使 e 上 升 ,致使 工人 就 业 门 坎 更 高 . 

对 于 其 他 参数 可 作 类 似 分 析 . 

Gi) 平均 利润 5. EEA OL = 72V . AMS RH b/ (5 4-9 (与 失业 率 
u = b/(a 十 5) 对 照 ). 于 是 ,雇主 从 其 所 设 的 一 个 岗位 所 获 的 平均 最 优 利润 为 
OS FRA K COD) 




















ELA y fen 
7 =z r3 十 ppm | codec 
. Ub 十 7®,) 71 
a EET (分 部 积分 ) 
71 Co +4+ e) — 8+ 76) ' 
= G QT q5 . (835 (3800 
从 方程 (39) 解 出 
T= (Ae = we + 79) + Hp + pb 
Pe — p) , 
代入 五 的 表达 式 得 . 
z= Ie -wO tite , bp + pu 9 o aD 
pO — p) +) pO — pbt: 


式 (41) 可 与 式 (36) 相 对 照 .只 是 在 计算 5 时 ,我 们 将 Ble) 当成 了 在 职工 人 的 能 
力 分 布 , 这 实际 上 是 有 误差 的 . 只 是 这 一 误差 必定 不 会 很 大 ,因而 忽略 不 计 了 . Al 
用 式 (41) 即 可 讨论 5 与 模型 参数 的 相关 性 ,这 些 都 不 拟 细 述 了 . 


4.7.6 效力 差异 模型 


如 同 4. 7. 5 小 节 中 一 样 , 仍 设 工资 w 是 固定 的 ,而 。 服 从 某 个 连续 分 布 
Dle) (er Ke Sen), BEER e 的 解释 ,现在 将 e 看 作 工 人 的 效力 水 平 . 依 对 e 的 
信息 是 否 完全 显示 ,下 面 分 两 种 情况 考虑 . 因 一 些 类 似 的 计算 过 程 已 经 相当 标准 
化 ,我 们 将 下 面 的 讨论 处 理 得 更 概括 与 简略 些 , 某 些 省 略 的 细节 读者 不 妨 自行 补 
充 以 作为 练习 ， 

A. e 完 全 显示 情形 

设 雇主 在 招聘 工人 之 际 , 除 了 开 出 工资 w 之 外 ,还 明确 提出 对 工人 劳动 投 
A e HER, e 可 看 作 劳 动 时 间 、 强 度 、 工 作 复 杂 程 度 与 工作 条 件 等 的 一 个 综合 
指标 . e 的 要 求 将 写 人 合同 ,工人 一 旦 承诺 ,就 应 在 工作 中 一 点 不 打折 扣 地 实 
行 , 且 由 于 完全 的 信息 显示 而 得 到 雇主 的 有 效 监督 .工人 虽 不 能 自己 提出 投入 e 
的 水 平 , 但 他 有 权 拒 绝对 于 e 的 过 高 要 求 , 因 此 ,必定 存在 某 个 由 市 场 竞争 决定 
的 阐 值 eo, 一 旦 雇主 提出 的 e 高 于 e, 工人 宁可 失业 也 不 会 接受 一 份 过 于 苛刻 
的 合同 . 必定 ex eo OG = 1. 取 y 与 x 分 别 依 式 (1)' 与 式 (2), 因 而 y 与 e 负 
相关 ,而 7 与 e 正 相关 . 这 就 决定 了 工人 与 雇主 的 值 函数 了 Y(e),z(e) 分 别 为 单调 
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减 与 单调 增 函 数 ; Vie) Z2 V Ceo) = Vov le) x vle) (er x e x e), 但 显然 不 能 
有 vle) =v. 尽管 工资 无 差别 ,但 劳动 付出 有 差异 ,因而 工人 仍 不 免 有 跳槽 之 
举 . 因 并 不 考虑 工人 能 力 的 差别 ， 故 雇主 没有 更 换 工 人 之 必要 ， 

为 计算 最 优 值 ,约定 


I= fF VQdd(), J= Foods, (42) 
*L e 


THA ALTE RAT AE BASES B BU RI BOE SO. 依 熟 知 的 计 
算 有 


bV, + w — e 4- qV COS) 十 af VC)d5(s) 
eL 


bx. ， 
al +c 
acp 


在 第 一 式 中 取 e = eV 18 (a - 00V, [= qi — e t wi 然后 与 后 一 式 联 立 解 出 
I= (a + p) Cw — e) — c(q F 9) 


V Ce) 一 


V, = 





uni (43) 
y Law — €) — cq 
° pla — q) 
类 似 地 有 
_ Ae — wt bv nJ — 6 
vle) = bp ， w= 74. Ep 
将 vle) 的 表达 式 代 人 式 (42) 可 算出 
_ fo Ae — w + bv Aë — w + bv, 
7=| ET de) = PV ; 


Hp z= Ee 是 工人 的 平均 投入 . 于 是 解 出 
7CA8 — w) — 66+ o) 
pL 十 7 十 pp) , 
J= (7 + pP) (Ae — w) — bò 
2 十 7 十 P) 


Up 一 


(44) 


结合 式 (42) 一 式 (44) 得 出 
al J- bV, ala +b + p)(w— e) — clag + ap + bq) 








“Ts C pla + ba — q ， (45a) 
z — tbv _ Ae — w) — bò 
o= Fb 7 GHD C (45b) 


关键 的 问题 是 提出 一 个 适当 的 宏观 均衡 条 件 , 提 法 并 不 是 唯一 的 . 下 面 提出 


O 严格 地 说 ,此 处 仍 应 区 分 雇主 提出 的 。 的 分 布 与 在 职工 人 实际 投入 。 的 分 布 .为 简化 分 析 , 我 们 
将 二 者 等 全 了 ,这 当然 不 免 造 成 一 些 误 差 . 
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的 条 件 未 必 是 最 恰当 的 ,但 它 具 有 某 种 包容 性 , 我 们 假定 ;在 宏观 均衡 时 V 与 5 

具有 某 一 固定 比率 , 即 下 /二 一 — const. 直观 上 ,这 意味 着 在 均衡 时 雇主 与 工人 

按 固定 比率 分 配 其 收益 . 此 外 , 仍 如 同 4.7. 2B 中 一 样 假 定 均衡 时 v。 = 0， 因而 
7(45 — w) = 9b + p); 

以 此 代入 式 (45b) 得 本 二 9/0 十 D. 于 是 可 将 条 件 了 = uo RA 


ala + b + e)Gw — e) —clagtap+tbq) _ oe 
pla + b) (a — q) b+ 7 





由 此 解 出 
clag — ap +b) — Ópp(a + b)(a — 9 (46) 
ala +b +p) alat 6 4 eb d- m 

由 式 (46) 可 直接 看 出 s £o 与 uw, 正 相 关 ,与 €,8,u 负 相 关 . 

B. e 不 完全 显示 情形 

现在 设 工 人 并 不 对 雇主 显示 关于 e 的 完全 信息 , 则 可 能 出 现 傅 工 . 不 过 失业 
PEE b 二 ble) 与 e 负 相关 ,因而 全 工 招致 较 大 的 失业 风险 . 在 投入 e 已 不 是 硬性 
指标 的 情况 下 ,限定 阔 值 ee 与 工人 跳槽 都 失去 重要 性 ,因而 不 予 考 虑 . S T EBE 
的 其 他 设 定 , 则 仍然 保持 有 效 . 

因 不 考虑 es, 故 应 将 式 (42) 修 改 为 


en = WwW — 








1 = | ydeco， J = | do)， (42)! 
容易 算出 
Yo 十 也 一 e alte, 
一 (47) 
oq) = P bAe— wo, M —9 
b+p o '" o? Ye 


将 式 (47) 所 给 的 VCe) 5j v Ce) 的 表达 式 代 入 式 (42)' 得 
f = E[V(e)] = à — Ap)V, + Aw — p, 








(48) 
J = E[v(e)] = Q — Ap)v, + Ap — Aw, 
其 中 
_ 1 = e- 
a= Elz) a Fi] (49) 
联 立 方程 (47) 与 方程 (48) 解 出 
l= (a + e) Cw — p) + 6 — Ap) y, = 2Ow — y) t c 
eO + aa) ° e + a2) (50) 
J = + Ap — Aw) = 8G = Ap) v, — Ap — Aw) — 8 
eT ap eaccap 


SBS 6 与 e 有 关 使 情况 变 得 复杂 ,我 们 只 有 采用 较 简 单 的 宏观 均衡 条 件 . 
以 下 条 件 可 看 作 条 件 (11) 的 推广 : 
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I-V,=J—-w; Uy = 0.. i (51) 

结合 式 (50) 与 式 (51) 得 出 i 
u B 19022 E 

1 (52a) 

cà — CA — p76(2 二 Tai) = 0. (52b) 


如 同 4.7. 2B 中 一 样 采用 匹配 函数 (13) , 则 在 宏观 均衡 时 有 M = BU*V? = 
aU = bL = WV, KB b — Eb. 于 是 类 似 于 式 (14) 有 
a —bL/(ON — L), 9 — BOLEN — L)”. (53) 
结合 式 (52) 与 式 (53) 消 去 a,c,7, HERE w RHLRA OA y 等 的 函数 ,而 不 必 
写 出 其 很 烦琐 的 表达 式 . 


4.7.7 工资 与 效力 差异 模型 


现在 作 更 一 般 的 假定 : w 5 e 都 服从 一 定 连续 分 布 . 相应 地 , b,a 等 不 再 固 
定 不 变 . 这 就 使 模型 明显 地 复杂 化 . 但 若 作 适 当 简 化 处 理 , 则 仍 能 得 出 某 些 一 般 
结论 . 

A. 模型 描述 

为 确定 起 见 , 设 e 的 含义 依 4.7.6B, 即 它 表示 工人 的 实际 效力 水 平 , 且 对 雇 
主 不 显示 完全 信息 . 为 适应 w 与 e 均 有 差异 这 一 情况 , 作 如 下 设 定 . 

Ci) 状态 转换 . 工人 可 能 因 找 到 工作 .失去 工作 与 晃 模 而 改变 状态 ,三 种 变 
动 的 概率 分 别 为 a,5b,q; 岗位 可 能 因 补 缺 . 辞 退 或 换 人 而 改变 状态 ,三 种 变动 的 
概率 分 别 为 7,5,p. [BE a7 4,27 p. 即 跳槽 与 更 换 工 大 相对 来 说 较为 少见 , 设 
6b,p 5e AR, 9 Fw 有关. 

Gi) 收益 与 利润 . 设 y 与 5 分 别 依 式 (1)' 与 式 (2), 二 者 同时 与 w,e AKA 
而 最 优 值 V 与 v 均 为 (w,e) 的 函数 . Viw,e) X} w AIIN, t e AR, M olw, 
e) Wit AR. 

Gi) w 5j e 的 分 布 . 设 厂商 提供 工资 w 服从 连续 分 布 F Cw) (w < w < 
wu), w 是 工人 所 能 接受 的 最 低 工资 , c < wo <w 尽管 雇主 可 选择 任何 工资 
w € [wow], 但 对 同一 个 岗位 ,工资 ww 对 任何 求职 者 者 一样. 设 在 职工 人 效力 
KE e 服从 连续 分 布 B(e) Ces Se e ses 是 工人 的 最 低 效力 ， 车 效力 低 于 此 水 
平 ,工人 不 可 人 避免 被 解雇 ,这 意味 着 5(e) = eo Ce Mey). 为 简便 起 见 , 假 定 工 人 保 
持 一 不 变 的 效力 水 平 e, 即使 跳槽 后 亦 如 此 ; e 当然 因 人 而 异 . w 与 eo 均 由 模型 
内 生地 决定 .为 简化 分 析 , 认 定 | 

V Cwe) = Vy, v(w,eo) = ve. uos V (54) 
这 有 点 简单 化 , 因 严格 说 来 VCrzo,e) 与 vlw;eo) 仍 可 能 分 别 与 esw BR. 
模型 分 析 的 目标 是 :依据 一 定 的 宏观 均衡 条 件 确 定 w 与 eo#f 求 出 平均 最 优 
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AV 5 v; 讨论 这 些 数量 指标 与 参数 的 相关 性 . 为 不 使 问题 过 于 复杂 ,我 们 设 在 
职工 人 的 工资 分 布 亦 为 FC.). 

B. 最 优 值 

HIS V. (ES w € [wo wale € [esen], 依 通 常 的 方法 可 得 
bV, +w—e+t qQ(wye) 


- Vlw,e) = ETEY, > 
其 中 QQu,e) = F(w)V Qw,e) 十 Fv Godro. 


Rw = zx， 并 用 条 件 (54) 得 
(go 十 90V, = wi — e + qol (e) , 


do = Go) Te) = "vw, odF Go), 


wo 





故 00700 Go + VS = w — EH gi, (55) 
Hp e = Ele], 约定 
1 = EUo] = 1 VddF dpe), (56a) 
J= fe [ecw erdF doo). (56b) 
类 似 地 可 求 得 
€ al 
|^ acp 
上 式 与 方程 (55) 联 立 解 出 
_ a(wo — 6) — cgo 
CT (57) 
I= (a + p) (ro — @) — c (qo + D 
pla — qo) 
类 似 地 ,可 求 得 
e 十 Pp)vo = Ae, — W + pod, 
(7+ pw, + 9J — 9, 
其 中 po = ple), w = E[w],J Mx (56b). 于 是 解 出 
v _ (Ae, — 3v) + Op, 
d PA= po)” (58) 
J = 0 0G — T) + Oo + 9 
eO — Po) 


C. 宏观 均 街 


为 简单 起 见 ， 仍 用 宏观 均衡 条 件 (51)， 只 是 其 中 了 ,J 现在 依 式 (56). 结合 v 
二 0 与 式 (58) 得 
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7CAe, — ©) =— po, J = ĉj. 
然后 用 I—V,—J 与 式 (57) 解 出 Wos T E18 310 Pj - LE 
wo c B+ T q), 

- is - 2), 

7 

直接 从 式 (59) 得 出 以 下 结论 HA wo 9 c të, 这 意味 着 持平 均 劳 动 投入 的 工人 

即使 拿 最 低 工 资 , 亦 强 于 失业 ; wo 与 a,c,6,2 正 相 关 , 与 1590 负 相 关 , 而 与 b,p 

SRK. 这 些 结论 与 4. 7.4 小 节 比 较 可 以 互 为 佐证 . 其 次 有 Ae <w, 这 表明 当 e 

下 降 至 最 低 值 e。 之 前 ,厂商 的 利润 已 降 为 负数 ,只 是 因为 缺乏 完全 信息 ,并 不 能 

断然 解雇 工人 ,直到 e 降 至 eo, 厂商 才 毫 不 犹 殉 地 作出 解雇 决定 ; es 5g 0.7 正 相 
X5 0, p, 负 相关 ,直观 上 这 都 是 可 以 理解 的 . | 

下 面 考 虑 平均 最 优 值 .在 2 与 e 无 关 的 情况 下 ,已 知 失业 率 与 空位 率 分 别 为 

b/a +6) 5i b/ Cb E D. E= EL] NS b, 就 得 到 目前 条 件 下 的 失业 率 与 空位 

率 , 利用 这 一 结论 , 今 计算 六 与 5 如 下 (参照 式 (45)); 


(59) 








v= al + P 
_ ala 十 5 十 D o e + ap + bq) 《用 式 (57)) 
-+ Iman 
p= poe Gast 51) G8) 


由 此 可 直接 看 出 :了 与 a,c,6 正 相 关 , 与 5,7, 负 相关 ;喜与 9 正 相关 ,与 2,7 负 
相关 . 值得 注意 的 是 ,在 倾向 于 降低 8 与 了 这 一 点 上 ,工人 与 雇主 是 一 致 的 . 直观 
上 ,降低 平均 失业 概率 有 利于 工人 群体 ， 是 理所当然 的 . 但 减少 空位 补缺 机 会 也 
有 利于 工人 群体 ， 则 未 必 是 明显 的 . 


4. 7. 8 连续 轨道 模型 E 


-迄今 所 考虑 的 就 业 模 型 有 一 共同 特点 : CR ACERO T AREA RC m 
而 不 能 使 用 本 章 他 处 作为 主要 工具 的 微分 方程 来 描述 ,这 就 失去 了 一 个 强 有 力 
的 数学 方法 . 为 弥补 这 一 缺陷 ,必须 将 状态 变量 连续 化 . 有 多 种 方法 作 到 这 一 点 ， 
下 面 考 处 的 方法 主要 借鉴 Shi 与 Wen(1997) 的 工作 ,其 基本 思想 是 将 工人 就 业 
率 当 作 一 个 主要 变量 ,通过 最 优 决策 分 析 考 虑 它 的 连续 轨道 . 

A， 工 人 决策 

:以 z 记 一 个 代表 性 工人 的 就 业 率 , w 王 1 一 就 是 失业 率 : 无 论 就 业 或 失业 ， 
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工人 都 要 付出 一 定 成 本 ,因而 带 来 负 效 用 .这样 , 工 人 的 效用 可 表 为 
U(c) — €x — Yu, 
其 中 是 消费 , U CO 是 通常 的 效用 函数 ,6,7 是 正 参 数 . 就 业 工 人 数 工 服从 如 下 
增长 方程 : 
L = aU — bL, 

其 中 UU 是 失业 人 数 ,a 是 时 变 的 ,将 由 模型 内 生地 决定 ;8 — 0 是 外 生 常数 . 因 不 
考虑 人 口 增长 ,不 妨 将 工人 总 数 标准 化 为 1, 因 而 宏观 地 有 xz — Lu =U, 于 是 
£ = au — bz. 

工人 的 资本 积累 服从 如 下 动态 预算 约束 : 
k =rk+wr+r-c, 
Hob à 是 资本 存量 , 它 全 部 租 给 厂商 ,获得 利息 收入 rk;wz 是 期 望 工资 收入 ; r 
是 工人 从 其 股权 中 分 得 的 利润 . +,w,z 都 是 时 变 的 ,对 于 工人 是 给 定 的 ,但 最 终 
将 由 模型 内 生地 决定 . 
ack 都 是 工人 无 法 选择 的 状态 变量 . 但 工人 可 以 选择 消费 c, 为 此 必须 解 
如 下 最 优化 问题 ， 


max e-"[U (ec) — x(t) — Yu(t) |dt, (60a) 
s.t. i --au-— bz, (60b) 
k=rktwxtm—e. (60c) 


式 (60) 是 一 个 以 c 为 控制 变量 、z 与 & 为 状态 变量 的 确定 性 最 优化 问题 . 为 求 出 
其 最 优 性 条 件 HE Hamilton 函数 ( 依 3. 3. 1E) 
H —U(c) — €x — Yu + ACau — bx) + OCrk + wr + r — c). 


于 是 可 写 出 问题 (60) 的 最 优 性 条 件 : 
aH/ac = U'(c) — 0 =0, i (61a) 
PE (61b) 
IH/ak = Or = p 0 — 8. (610) 


Hy sh (61a)18 0 = U' (c) , Alli go S 0/0 — — ogo — — cU" (c) /U Cc) BB UC) 
决定 的 相对 风险 厌恶 系数 , 当 U(.) 是 CRRA 效用 函数 时 o 是 常数 (参看 3. 3 节 
式 (32)). 由 式 (61c) 有 go = p — r. 结合 式 (60b)、 式 (60c) 与 式 (61), 得 到 关于 
(z,k,c,A) 的 如 下 微分 方程 组 : 


过 一 CQ 一 pr， . (62a) 
k= rk+wr+r— c, < (2b) 
C= ojc(r — p), i €62c) 
A=(a+6+ p)À — wU'(c) 4- 6 — Y. (62d) 


因 rn ww 等 并 未 确定 ;现在 不 宜 展开 对 于 系统 (62) 的 独立 分 析 . 下 面 转向 考虑 
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厂商 决策 , 

B. 厂商 决策 

为 简便 起 见 ,假定 厂商 总 数 恰 等 于 工人 总 数 ,因而 亦 标 准 化 为 1, 这 一 看 似 不 
合理 的 假定 其 实 并 不 实质 性 地 影响 模型 结论 .平均 来 说 ,一 个 厂商 正好 租 到 一 个 
工人 的 资本 ,一 个 工人 正好 分 得 一 个 厂商 的 全 部 利润 . 这 样 ,系统 (62) 中 的 与 
7 现在 成 为 代表 性 厂商 的 资本 投入 与 利润 . 对 厂商 来 说 有 

x = y — rk — wx — àv, (63) 

BOP y = Akr (CAT 0,02 D 是 产 出 ,zx 理解 为 厂商 雇用 工人 数 ; rk 与 wx 
分 别 为 资本 与 劳动 成 本 , Ov 是 维持 v 个 岗位 的 成 本 . 依 现在 的 记号 ,熟知 的 平衡 
Jif aU = WV ER au = qo,7 如同 a 一样 也 是 时 变 的 . &,r,w,z 都 不 是 厂商 所 
能 选择 的 ,但 厂商 可 以 选择 设置 岗位 数 v. 于 是 ,厂商 决策 问题 可 表 为 


| max [eR cde, (x 依 式 (63))， (64a) 
s.t. X - Qv — bx, (64b) 
其 中 RO) = | rede. 
fE Hamilton 函数 
h = y — rk — wx — 0v + uw — br), 
则 可 写 出 问题 (64) 的 最 优 性 条 件 : 


dh/av =— ð + um — 0, 
dh/ax = y, — w — bu — pr — ps 
这 得 出 7 = 9/5, 
A= (十 7)A 一 Cy. — w). (65) 
Hi 2z/2kb = 0j r= y, = Aa(x/I". 但 因 劳 务 市 场 并 非 Walras HH, KYA w 
= 和 %， 即 方程 (65) 等 号 右 端 第 二 项 未 必 为 零 . 注意 方程 (55) 与 方程 (62d) 互 成 对 
: 4 与 人 可 分 别 看 作 就 业 对 于 工人 与 厂商 的 影子 价格 ,而 ys — w -5 wU' Gc) 一 
十 7 则 可 分 别 看 作 工人 收益 与 厂商 利润 的 溢价 . 依据 所 谓 Nash 协议 ,工资 ww 将 
如 此 确定 ,使 得 对 某 个 权 数 ; COD, 
Cy D— wy WU (c) — & + ryt 
达到 最 大 ; ;这 等 价 于 使 
sln(y, 一 w) 十 s'In[wU"' Ce) — ê + r]. 
达到 最 大 . 由 此 最 大 化 问题 的 微分 条 件 ,得 到 . 
w = sy, + s (8 — Y)/U' Ce). (66) 
C. 均衡 É i l 
令 方 程 组 (62) 及 式 (65) 右 端 为 零 ， 得 到 
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au — br = 0, (67a) 
y — ôv —c = 0, (已 用 式 (63)) (67b) 
r = Aa(x/k)” = p, (67c) 
oy bé+p—y+tw=0, (r= p,n = 8/9) (67d) 


hw KX (660. 以 上 4 个 方程 联系 着 有 待 确 定 的 6 个 变量 ; a,c,k,7,v,+. 需 补 
进 的 条 件 基于 平衡 方程 au = M = vo, 其 中 匹配 数 M 依 ( 对 照 式 (13)) 
M = Bufv®, B>0, 0O«fi «1. 

这 就 得 出 

a = B(v/u)f*, 9 — Blu/v). (68) 
联 立方 程 (67) 与 方程 (68) 已 可 完全 确定 所 需 的 6 个 均衡 值 . 首先 从 方程 (67c) 解 
出 . 

x/k = (Pp/Aa)'” A w, 


gp x= wk. (69) 
其 次 结合 方程 (67a) 与 方程 (68) 得 出 
1/8 
v= [goes | 4S v(x), (70) 
25x — pejl x^ 
a- DE, ?一 BF | (71) 
由 方程 (67b) 得 i 
c = Aw "xr 一 Gop(z) A c(x). (72) 


将 式 (69) 一 式 (72) 代 入 式 (67d) 得 到 一 个 关于 xc 的 方程 








bf Vg x Big s' (€ — 7) — 1 foe a ald 
soo Bl [rta] bapa amer(s] e» 
Wp) 记 上 式 等 号 之 左 端 , 则 








ga) = PEPE) (2 -J Gl +t p Uer o. 
Raz 0 EARBORCT 1,90 iS C700 I v GO 充分 大 ;由 式 (72) 知 cz) <0. 设 
Y c£, Wii x 充分 接近 于 1 p GO > 0, 而 9G 充分 大 . 另 一 方面 ,不 妨 设 
U'(0) = co, 于 是 O = 0. 因此 方程 (73) 必 有 一 解 zxE 0,1), 它 就 是 所 要 求 
的 均衡 就 业 率 , 然 后 由 方程 (69) 一 方程 (72) 得 出 ,za,7，c 的 均衡 值 ， 

现在 研究 与 参数 的 相关 性 . 最 使 人 感 兴趣 的 是 调节 工人 与 雇主 利益 分 配 的 
参数 s. 方程 (73) 两 端 对 * 求 导 得 


ax < 一 7 — wu ey 
9G, 4 «(| 


一 UO 
设 二 7, WERARMAR HRA c~1, AM 9 (zx) >0, BL 9/25 <0. 这 就 
得 出 ARLI ERRAR AEE T OI BRE CRI <7). R s B 
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关 , 即 加 大 对 工人 利益 的 倾斜 会 降低 就 业 率 . 这 似乎 是 一 个 出 人 意外 的 结论 . 
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4.8 其 他 问题 


在 前 面 几 节 中 ,我们 相继 将 宏观 经 济 的 基本 问题 一 -消费 .公共 开支 投资 、 
货币 与 就 业 等 一 一 纳入 到 或 多 或 少 已 标准 化 的 随机 最 优 决 策 模型 的 框架 之 内 ， 
并 获得 了 相应 的 结论 . 这 些 结果 表明 ,我 们 所 选择 的 分 析 方 法 是 有 效 的 ,甚至 可 
以 说 是 强 有 力 的 . 然而 ,已 涉及 的 内 容 并 非 值得 关注 的 宏观 经 济 问题 的 全 部 ,还 
有 许多 其 他 问题 同样 吸引 着 人 们 的 注意 . 而 且 , 随 着 经 济 与 社会 的 发 展 , 必 将 涌 
现 出 更 多 新 的 课题 . 现 有 的 方法 在 新 的 挑战 面前 必须 接受 检验 , 且 随 时 得 到 修正 
与 补充 . 可 惜 ,本 书 中 我 们 已 没有 太 多 的 发 挥 余地 了 . 在 这 最 后 的 一 节 中 ,只 能 列 
举 几 个 似乎 互 不 相 属 的 问题 ,以 作为 范围 广泛 的 “其 他 问题 "的 代表 . 


48.1 环境 污染 与 治理 


环保 问题 在 当代 世界 已 变 得 如 此 严重 ,对 于 人 类 未 来 的 担忧 ,已 不 再 只 是 少 
数 环保 人 士 的 绝望 呼号 了 . 环保 问题 进入 经 济 学 论题 之 内 ,是 理所当然 的 . 环境 
污染 对 于 福利 与 生产 都 有 负面 影响 ,是 不 容 置 疑 的 . 但 这 种 影响 的 程度 (或 人 们 
认 知 的 程度 ) 及 其 描述 都 不 简单 . 环保 投资 必然 耗费 一 定 成 本 ,而 其 效果 未 必 十 
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分 确定 ;环保 主要 依靠 公共 设施 还 是 私人 投资 ,也 值得 讨论 . 鉴于 上 述 种 种 复杂 
性 ,一 个 有 效 的 环保 模型 必然 要 顾及 多 种 不 可 忽视 的 因素 ,不 会 很 简单 . BEAR 
出 的 模型 实际 上 已 算 相当 简化 的 了 ,但 它 也 是 以 说 明 一 些 问 题 . 

A. 模型 与 最 优 性 条 件 

以 书记 环境 的 污染 水 平 , 它 是 一 个 涉及 空气 ,水质 及 其 他 人 居 条 件 的 综合 
指标 ,其 计量 与 测定 都 不 会 很 简单 ,但 其 具体 界定 方法 并 不 影响 下 面 的 理论 分 
析 , 因 而 不 在 我 们 的 讨论 范围 之 内 . P 对 个 体 福利 的 负面 影响 体现 于 如 下 期 望 
折 现 效用 公式 ，: 


v= Es| eP UCP- dt, 


其 中 U(.) 是 有 参数 o > 1 的 CRRA 效用 函数 (约定 本 节 中 皆 如 此 ), 0C 0) 是 
表征 P 的 负 福 利 效用 的 权 数 , 9 愈 大 ,个 体 愈 敏感 于 污染 之 为 害 . 在 一 定 的 技术 
条 件 下 , P 通常 与 生产 规模 成 正比 ,而 技术 进步 通常 则 减少 污染 . 在 一 种 简化 形 
式 下 ,可 设 P —Y/X,X 表示 环保 技术 水 平 .假定 技术 开发 既 依 赖 于 私人 投资 也 
依赖 于 政府 公共 开支 C = eK, 且 可 表 为 如 下 公式 : 
X = (ky'G', P=Y(ek) G, (1) 
其 中 ck 表示 个 体 的 环保 投资 , e 与 g 都 是 外 生 正 参数 ;6 € [0,1] 是 外 部 性 指 
标 , 6 越 大 ,环保 技术 进步 越 依赖 于 私人 投资 . 
环境 污染 对 于 生产 的 直接 影响 是 一 个 复杂 的 问题 . 水 与 土地 的 污染 通常 严 
重地 影响 到 农业 的 产 出 . 冶炼 行业 与 能 源 部 门 排放 大 量 有 害 气 体 造 成 公害 ,而 对 
其 自身 产 出 则 未 必 有 明显 影响 .平均 地 考虑 ,可 设 个 体 的 生产 函数 为 
y = Ak — OP), (2) 
式 (2) 表 明 由 于 污染 存在 ,应 从 生产 的 资本 投入 Ak 中 扣除 损失 O, PRO, > 0 是 表 
征 污染 负 生 产 效 应 的 权重 ). 
如 同 在 4. 2. 3 A PABA = vw,b = V vw Dj 
dk=dy— (c + ek)dt — dG, 
db = bdR, + dG — dT, 
E dy,dG,dR,,dT 依 4. 2 节 式 (30) 3X 037) AE, = e — 0, 这样 可 以 简化 分 
析 . 于 是 
dk = (y — c — ek — gK)dt + yduy — Yduc, 
ls = (gK — ry + br)dt + bdu, + Ydug. (3) 


@ 这 只 是 为 了 简化 分 析 . 在 一 个 更 精细 的 模型 中 ,* 应 当成 为 决策 者 的 选择 变量 . 
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形式 上 , 式 (3) 与 4. 3 节 式 (8) 完 全 一致 9, 只 是 现在 y 依 式 (2). 如 同 4. 2. 3 小 节 
中 一 样 , 仍 设 duy 与 duc 互 不 相关 . 于 是 个 体 决策 问题 可 表 为 






































| max E, [eU ccoP-* e», (4a) 
s.t. dw = (ty —c-— ek + br)dt + wdu, wl) = w,, (4b) 
其 中 
du 一 V dug 十 Cy/w)duy. (5) 
利用 式 (1) . 式 (2) 算 出 
aP oP ay _ ' i 
EP =- 了， zy = Awe — FAP); 
aP o ÊP, 2I © Axe — à'&,P). 
w w aw 
利用 上 述 结 果 , 如 通常 一 样 易 得 出 问题 (4) 的 最 优 性 条 件 为 . 
U'(cP^9))P^* —V,, (6a) 
[492 + Av (e — PAP) —e— rv. LV = 0, (6b) 
2 ay 
[#60 十 Ave! (e! — F'O P) — e + vr — nv. TV. 
-[z2- B o— €» Hr Vr -+ oi +” ww SV nne 0, (6c) 
其 中 py = c/w, 
of = vV’oh 十 2V (y/w)opy + Cy/w)'oi; ( 依 式 (5)) 
3o ! 
i s m Va Yo + AG — HOP)| Vow + Zot), » 
2 2 
P e 一 一 o — (2 oF 十 Ave’ 一 9 0P)| on + Žo . 
B. 宏观 均衡 


依照 我 们 已 熟知 的 程序 , 设 在 宏观 均衡 时 & — Ky =Y, py HBR, V = 
aU(w), EH. dk/k = d/o. 于 是 由 式 (1)、 式 (2) 得 出 
P=Be'g*, y= Bk, 
nm = Ae'/(] + Abeg”), 
可 见 均 衡 时 P 为 常数 . ASV = aw) 与 条 件 (6a) 得 
a = ug *P^** = py "(eg /BY*. 〈 用 式 (8)) (9) 
结合 式 (3) 与 条 件 dk/k = db/b 得 


(8) 


O 如 在 4.3 节 中 已 指出 的 ,关于 ,5b 的 平衡 方程 只 在 宏观 均衡 的 条 件 下 适用 . 不 过 ,由 式 (3) 中 两 式 
相 如 得 出 的 方程 (4b) 是 一 个 体 预 算 约束 条 件 . 
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et 


du = B(duy 一 dug) = dug + Paus, 


其 中 少 为 均衡 增长 率 . 由 式 (10b) 推 出 
voh = B'(o& + V*o$), 
Spy = Bo}, 
o; = B'(o& + o$) 2 B'o. 
将 以 上 结果 代入 式 (7) ,经 整理 后 得 








iam B 
2 av y! 
2 
MEE —— B(B — Biy ò, 


其 中 
B, = Ale — FOP) = AC! — Beg”). 
为 方便 起 见 , 如 同 在 4.3 节 中 一 样 约 定 如 下 记号 ; 


à = t — Boo}, = 1-600, $—A(B— BD, Z=o+ 60. 


作 了 上 述 准备 之 后 ,现在 已 可 由 式 (6b) . 式 (6c) 与 式 (10a) 依 次 得 出 
Vr = p60 /v) + V (Bit — €) + Bio o + B(B — Boo, 
uCEov + 000") = v(M + op), 
lu = p + eo! 一 Bo 一 LB oa; 
pi = (N — p), 
(ee Bed 
联 立 方程 组 (13) 与 方程 组 (14) 解 出 
u= DwZ = DE/FZ, v= E/F, 
5 M t oN, E = 6M — 6089 N, F = ẸD — $Z. 
以 u/v = D/Z RAK 02518 
$-—B—g-—c—Z-M-sN). 
为 保证 4,v 0, HS 
D>0;, E>0, F0. 
下 面 总 设 这 一 条 件 已 经 满足 . 这 就 完成 了 主要 均衡 值 Kwp MITE. 
C. z 与 的 作用 
4 V = Vw) = aU (ko/v), 则 结合 式 (9) 与 式 (15) 易 算出 
— InCe'V) — olnD + InE — InF + 60'ln(B/e*g”) — In(k? Z°) 
Aa. 


(10a) 


(10b) 


(7)' 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 


(15) 


(16) 


(17) 


(18) 
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对 于 任何 模型 参数 *, 可 通过 计算 2 与 2 名 来 判定 :对 于 增长 与 福利 的 影响 . 依 


据 4. 2 节 中 的 经 验 ,为 简化 E 与 2 名 的 计算 ,应 考虑 菜 些 极端 情况 . 
设 9 一 0, 一 3 一 0, 则 








B=B =A, 30, ESA, Crash CD 、 式 (11)) 
A=r, £—1, $=0, Z=0; | 《用 式 (12)) 

M = p + cec! — Bo'r = E, 

9M o pst, 2 一 wh4r +1); (用 式 (13)、 式 (15)) 
N=Br—g, Wop, =~ ar, (用 式 (14)) 
Dp-F, (Pap, ?P. aA (用 式 (15)) 
av. 19P Eco, (用 式 (16)) 
B LL AE o 

20. 4AM gB- yom aram 


了 t — 
20 2M aD ED en MA -ao 











2'Q 12M|* , [1 aD\* 
ar lw or + o's oc] <0; 
SQ — (12M) | ,(12D|* 
ae PA (5 A <0. 


以 上 结果 表明 ,均衡 增长 率 y 总 与 r,e 负 相 关 ; 若 方程 9Q/37 = 0 有 唯一 解 = 
cv’, 则 r* 是 使 V 达到 最 大 的 最 优 税率 : 若 3Q/9e = 0 有 了 唯一 解 :==e", 则 e* 是 
使 了 达到 最 大 的 个 体 最 优 环保 投资 比率 . BR 2Q/O r0 D— MS N—0; 
方程 N = 0 有 唯一 解 


方程 9Q/3e = 0 相当 于 D(Ahr +1) = Mo — Ar), Bf 
AM + (Ar DN — 0, 
由 此 唯一 地 解 出 


_ Ate — As't) + (Ar + 1)CAt = 8) 
CAT + D (Ar — Ao’) 
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因 通 常 公共 开支 不 至 于 大 大 超过 税收 ,从 而 g < Ar 或 者 (g 一 Ar) 偏 小 ?, 故 不 
Wite > 0. 

综 上 ,得 到 如 下 结论 . 

命题 ” 设 以 下 条 件 满足 : 

O 个 体 对 污染 不 敏感 (这 意味 着 6 偏 小 ); 

Gi) 污染 对 于 生产 仅 有 轻 度 损害 (这 意味 着 和 偏 小 ); 

GD 产 出 与 公共 开支 的 波动 不 明显 ( 即 3 偏 小 )， 
则 存在 最 优 税率 v" 与 个 体 最 优 环保 投资 比率 e*; 当 0 过 rt 二 tr* GEO. 
时 ,提高 税收 (或 个 体 环保 投资 有益 于 福利 但 有 损 于 增长 ;过 高 的 税收 或 过 高 的 
私人 环保 投入 对 于 福利 与 增长 均 无 好 处 . 


值得 注意 的 是 ,本 段 求 出 的 25,29, 9, 2 在 形式 上 与 4. 3. 1C 中 的 结果 
完全 一 样 . 这 就 自然 得 出 结论 :在 以 上 命题 的 条 件 下 , 若 r 不 过 于 超过 。,Br 不 过 
二 超过 g, 则 。 与 r 相 比 ,V 更 敏感 于 r 的 变化 ,4 更 敏感 于 的 变化 . 因而 ,福利 
主义 者 更 关注 税收 ,而 增长 至 上 论 者 则 更 关注 私人 环保 投资 . 

D. g 与 6 的 作用 

考虑 到 污染 了 强烈 地 依赖 于 g,6, 从 式 (2) 看 来 ,在 分 析 g 与 6 的 作用 时 不 
HHO, = 0. 这 使 得 对 g,6 的 讨论 (与 ce 比较 ) 方 法 与 结论 均 略 有 不 同 . 

首先 考虑 g 的 作用 . 设 9== of = 0,0 — 1, Jj 

A=t, €=1, Zo; 

















Age’ 9B |— AU 3B, _ a. 
B= 30a Fe ag 7% By = Ae’, gg 一 0; 《用 式 (8)、 式 (11)) 
24M 一 0， aN 一 一 1; (用 式 (13)、 式 (14)) 
g Ig 

aD aF aE 

3g ^ ^7 3g' 3g 9 《用 式 (15)) 

ay 13D , 

3g l1 sag 8 (用 式 (16)) 

aQ oD 19F ac | 7 

as Z D 3g F ag 7 DFO oF) «o (Fst 17) 、 式 (18)) 
这 就 得 出 以 下 结论 . 


命题 设 以 下 条 件 满足 : 
G) 个 体 对 环境 污染 不 敏感 ; 
Gi) 产 出 与 公共 开支 的 波动 不 明显 ; 





参看 p. 284、p. 285 之 脚注 . 





第 4 章 连续 时 间 随 机 模型 289 





Git) 环保 技术 进步 主要 依靠 私人 投资 (这 意味 着 6 之 1 )， 
则 提高 对 环保 的 公共 投入 有 损 于 福利 ,但 对 增长 并 无 明显 影响 . 
其 次 考虑 和 的 作用 . 设 9= of = 0,g —ez Br, Wl 





_ Ae 3B — 
B= mie 387 《用 式 (8)) 
B, = Ate’ — Be’ Oye"), E" = ABO. !; 〈 用 式 (11)) 
aM ' aN ,9B 
328 =— Bo'r , 26 =— T 38 〈 用 式 (13) OLD 
aD aN 
96 Ded’ E=M; 《用 式 (15)) 

oF aM 

F=D— of, DG 一 238? 
ag ___ 1 aD , 
r ae O9 (用 式 (16)) 
IQ o aD 1 aM — 1 3M 


| 
i 





38 DIS M aó F 90 (用 式 (18)) 


caD M—FaM 
“D356 FM aé 
c aD  oc($— N) aM 














D 368 FM PE 
. at 9B, co't'(g — Br) 9B, 
一 D 36 十 FM 38 «0. ARAZ) 
于 是 我 们 有 以 下 结论 . 


命题 设 以 下 条 件 满足 : 

G) 个 体 对 环境 污染 不 敏感 ; 

Gi) 产 出 与 公共 开支 波动 均 不 明显 ; 

Gi) 政府 与 私人 环保 投资 比率 互相 接近 ( 即 g ~ 6); 

Civ) 公共 开支 接近 或 超过 税收 收入 ， 
WER $ 对 于 福利 与 增长 有 相反 的 影响 :提高 6 ( 即 提高 个 体 对 环保 技术 进步 的 
贡献 份额 ) 有 损 于 福利 但 有 利于 增长 . 


4.8.2 生育 与 寿命 


至 此 为 止 所 考虑 的 模型 都 没有 涉及 人 口 增长 ,而 实际 上 人 口 构成 及 其 变化 
对 于 经 济 有 显著 影响 :生育 与 寿命 问题 既 与 福利 有 关 , 也 影响 到 产 出 ,这 些 因素 
都 应 在 一 个 适当 的 模型 中 予以 考虑 . 

A. 模型 与 最 优 性 条 件 

消费 决策 的 主体 实际 上 是 由 利他 主义 纽带 连结 在 一 起 的 家 庭 . 尽管 现代 家 
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庭 已 不 那么 重视 人 丁 兴 旺 了 ,但 平均 地 说 ,生育 仍然 是 人 们 快乐 的 源泉 ,这 就 应 
将 生育 率 在 某 种 程度 上 纳入 效用 函数 . 采用 一 种 熟悉 的 形式 , 令 


y= Es| "UCC ne) dt, 
0 


其 中 0 之 0 表达 了 生育 在 家 庭 幸福 中 的 地 位 . 
不 考虑 生育 对 生产 的 直接 影响 , 故 设 生产 函数 为 通常 的 y = AR. 但 生育 与 
死亡 都 将 影响 到 家 庭 预算 ， 这 就 需要 对 通常 的 个 体 资 本 积累 方程 
dk = dy — dc 
作 相 应 修改 .考虑 以 下 三 方面 的 变化 . 
(i) 以 2 记 死 亡 率 , 则 一 2 为 人 口 增长 率 , 因 而 家 庭 人 均 资本 数 要 扣除 
(n — p)k. 
Gi) 在 消费 c 中 应 加 入 抚育 孩子 的 成 本 any, EP a> 0 是 外 生 参 数 ， Me 
示 抚 育 一 个 孩子 的 花费 占 收 入 y 的 份额 ,取决 于 社会 习俗 ,一 般 说 来 并 不 是 父 
可 随意 选择 的 . 
GD dy 中 应 包含 一 项 正比 于 死亡 率 p 的 收入 风险 pkdu,du 是 外 生 Brown 
动 . 
综合 如 上 三 方面 的 考虑 ,可 写 出 个 体 预 算 约束 为 
dk —[y — (n — p)k — any — c]dt + pkdu 
—(LA(O — an) — n + p]k — c)dt + pkdu 
AN k — c)dt + pkdu, 


ti 


7 — A+ p o— n(Aa + 1). (19) 

于 是 ,生育 决策 问题 可 表 为 
| max Eo] © MU en) dt, (20a) 
s.t. dk = (2h — c)dt + pkdu, k(O) = ko. (20b) 


问题 (20) 是 一 个 比较 简单 的 最 优化 问题 , 它 是 自治 的 ,但 并 非 线 性 约束 的 . 
问题 (20) 的 最 优 性 条 件 可 标准 地 表述 如 下 、 


pV =U+ Qk— OV, FPV n, (21a) 
0 一 LU1 — Vi, (21b) 
0 — U'n’ — kV, CAa + 0. (210) 


利用 条 件 (21) 与 适当 的 宏观 均 条 条 件 ， 就 可 求 出 均衡 生育 率 n, 均衡 比率 = 
c/k 5339 fA IE SR Y= 9 — p. 

B. 宏观 均衡 

设 在 宏观 均衡 时 ,为 常数 , 则 问题 (20) 成 为 3. 3. 3C 所 考虑 的 问题 的 特殊 
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情况 ,因而 可 直接 套用 那里 的 结论 . 不 过 ,我 们 还 是 直接 利用 条 件 (21) 得 出 所 要 
的 结论 . 设 V =aVee), 则 Vi=oV/k,Va=— oc'V /&'; 以 此 代 人 方程 组 (21) 
得 出 关于 a pn 的 方程 组 为 











2 1 一 2 
p= een 十 ay 一 站 一 -—« (22a) 
a= pn’, (22b) 
pO = n(Aa+1), (22c) 
其 中 7 依 式 (19). 从 以 上 方程 组 容易 解 出 
. L poo (At?) 1. 
u q 十 3q 了 ， q=1— 0r; (23) 
_ 0L20 + p'o a' oi — 20! (A+ py (24) 
2gCAÀa + 1) $ 
合式 (19) 与 式 (23) 得 均衡 增长 率 
_ „ntp 9 Üpeco 
$—75—H4 q q Bq (25) 
自然 要 求 x > 0, 由 式 (23) 这 相当 于 
p~l A +p po > 0. (26) 


RE 只 适当 小 ,条 件 (26) 必 满足 . FERAS coo) Cone. 由 式 (22c) 推 出 , 当 
02-0Hf 220€ n2 0. 显然 n EUEN, KHIR O> 0. 

C. 参数 的 作用 

KV = aU (ky) 及 式 (22b) 有 

















ZEE LM 
o! p , 
— In(e'V) = olny — 0 o'lnn — o'lnko A Q. (27) 
依次 求 出 ; 
94.9, PELE, go (po 1); (用 式 (23)) 
Da 9 230 q 9 255p p u 9 
an — An an — on an _ 00' (pao, — 1) 
Ja Aa+ 1’ 360 | q' ap -— q(Aa + 1) 5 《用 式 (24)) 
29 . 2 = _ peso IPL 
(347 0» e! 一 z 43357 1 一 9poo'o:; 〈 用 式 (25)) 
IQ ^ Abo aQ {of — IQ  c'(poo; — 1) 
Ja Aap?’ 38 ^? q Inn 9 ap P .用 式 (27)) 








这 就 得 出 结论 :” 与 a 人 负 相 关 , 与 9 正 相 关 , 当 02 充 分 小 时 亦 与 p 正 相 关 ; 与 a 
无 关 , 当 0 充分 小 时 与 9 负 相 关 , 与 p 正 相关 ; Q (因而 了 ) 与 4,9 负 相关 (注意 n 
通常 充分 小 ), 当 of 充分 小 时 与 p EMR. 于 是 有 以 下 结论 . 
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命题 ” 设 产 出 的 波动 适当 小 , 则 有 以 下 结论 : 

(i) 提高 幼儿 抚养 费用 ( 即 提高  ) ,将 降低 生育 率 与 福利 水 平 ,但 不 影响 增 
长 率 ; 

Gi) 提高 对 生育 的 重视 ( 即 提高 9 ) ,将 提高 生育 率 与 福利 水 平 ,但 降低 增长 
率 ; 

diii》 延 长 寿命 ( 即 降低 p ) ,将 降低 生育 率 .增长 率 与 福利 水 平 . 

值得 注意 的 是 ,长 寿 似乎 既 威 胁 经 济 增长 ,又 威胁 福利 ,看 来 是 完全 负面 的 ， 
这 不 免 悖 于 情理 . 问题 在 于 ,模型 完全 将 寿命 排除 在 效用 函数 之 外 ;而 实际 上 ,长 
寿 必 然 是 福利 目标 之 一 , 它 不 能 从 一 个 不 完全 的 模型 反映 出 来 ,是 不 足 为 怪 的 . 

注意 到 0 对 福利 与 增长 率 有 相反 的 影响 ,自然 提出 求 得 某 个 最 优 值 9” 的 问 
题 , 它 从 解 如 下 最 大 化 问题 得 出 : 

max (AQ +A Ind), 


AE (0,1) 与 * 分 别 为 福利 与 增长 率 的 权重 . 由 


























9 A to o'o? 
0 = 55 0Q + Ang) = A |S — Ina Tw c'd—-p— £229 
得 出 ,我 们 所 要 的 9 二 0" 应 从 以 下 方程 解 出 : 
g| SA — ann =H £a Pee ， (28) 
god AGE LO ACD. BD at = 0, 式 (28) 简 化 为 
gy [200 X ain A Le — 2A + 22] , 
(A + p ~ Bp (OO TELE =? P. (28) 





由 式 (28) 仍然 不 能 明显 解 出 0. 不 过 可 以 说 明 , 在 对 a,p 的 适当 限定 下 ,方程 
(28)' 存 在 唯一 解 9 二 0* — 0. 无 论 0<<0” (轻视 生育 ) 还 是 09 汪 0* (过 于 看 重生 
育 ) ,都 不 能 最 好 地 兼顾 增长 与 福利 ,只 有 取 0 = 0* , 才 是 最 佳 选 择 . “RO 与 4 
有 关 . 


4.8.3 ”贪污 与 廉政 


贪污 向 来 遭 人 唾骂 ,似乎 是 一 种 特殊 的 社会 现象 ,应 归 人 伦理 学 范畴 ,而 非 
基于 理性 选择 的 决策 模型 所 能 描述 . 实际 上 ,贪污 仍然 属于 人 类 的 理性 行为 , 因 
而 同样 服从 通常 的 决策 规则 . 唯 因 如 此 , 才 可 通过 适当 的 政策 措施 对 贪污 加 以 约 
X538. 

A. 模型 与 最 优 性 条 件 

处 理 贪污 问题 的 一 个 关键 思想 是 :贪污 并 不 是 个 别 蛙 上 忠 的 一 种 疯狂 行为 ,而 
是 人 人 有 可 乘 之 机 的 一 种 制度 漏洞 . 分 别 以 五 与 7 记 社 会 与 个 体 的 贪污 水 平 ， 
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这 意味 着 公共 资源 G = gK(g > 0) 中 有 一 部 分 G1 = HG 被 贪污 侵占 ,其 中 的 
7 G 为 某 个 代表 性 个 体 所 贪污 ;0 二 吾 ,7 md. 于 是 , 仅 有 余下 部 分 Gi 一 G 一 Gi 
作为 公共 开支 ,假定 它 兼 具 福利 效应 与 生产 效应 (这 与 4.2.4 中 有 所 不 同 , 意 在 
简化 分 析 ). 贪污 者 必定 会 因 自 己 的 非法 行为 而 寝食 难 安 ,因而 贪污 有 强烈 的 负 
效用 . 因此 我 们 将 个 体 的 期 望 折 现 效 用 表 为 


V= Ef eU coN 一 ATGE) de, 
0 


Ht o> 0,0 之 0 表示 相应 的 权重 .注意 Y 57.0 均 为 负 相关 :贪污 愈 多 , wf 
大 ,贪污 者 的 效用 损失 愈 大 . 
贪污 往往 伴随 着 渎职 ,因而 给 生产 带 来 损害 . 下面 给 定 的 个 体 生 产 函 数 是 
4.2 节 式 (57) 的 一 个 修正 : 
y= Alk + 0,G; 一 0,G45, (29) 
其 中 权 数 0 ,0 满足 0,0, 之 0. 个 体 的 确定 性 收入 为 y 十 7G; 个 体 的 支出 包括 
消费 c. 对 贪污 的 预期 罚款 为 67°C. 罚款 额 与 贪污 数额 7 G 成 正比 ,而 比例 系数 
B» 又 与 7 成 正比 ,这 意味 着 贪 欲 越 重 ,败露 风险 越 大 ,一 旦 败露 损失 越 惨 . ARP 
29 0 AGAT REGALI P DEBE. 这 样 ,可 将 个 体 的 资本 积累 表 为 
M = [y + Q — B2 G — c]dt + 2ydu, — dG, (30) 
dé = 6dR, + dG — dT, 
其 中 dG = Gdt + HYdug,dR, = rdt + du, 5 dT = rydt BME MBM, dus 与 
du, 是 互 不 相关 的 外 生 Brown 运动 . 方程 组 (30) 的 详细 写法 为 
mu = [y + O — Ey G ~c — G]dt + 7yduy — HY dug, 


(30)! 
db = (br + G — ty)dt + bdus + HYduc. 
=k+b=k/v, 则 个 体 决 策 问题 可 表 为 
max E SH e^^'U(cQ»[1 — 90D T GiCODdt, (31a) 
dw = [t'y + br + O — 8:107 G — c]dt + :du, | w(0) = w, 
(31b) 
其 中 
du = v'dus + 3Cy/w)Dduy. (32) 
写 出 Bellman 方程 


WV =U V, [ry tor +760 — Bp 一 cy。 why, 
然后 可 依 标准 方式 写 出 最 优 性 条 件 : 





© 参看 p.285 HAO. 
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0 = U'y*G$ — Vus (33a) 
o =— SPUC + Q — 286v. + T wy (33b) 
0 = (Ar — rV, +4 = 2 WV ws (33c) 


1 eV, = CAve 十 bv. 























+ [£2 vec ac gp 1€ — pt ott 99 uv. 
+ Vn + P wt, (33d) 
其 中 
p c/w, 
of = vio PPS, TY 《 依 式 (32)) 
i di =— voh — Bow + Aly vaur + T3 ， (34) 
£ di Yoy To 十 aa Yogy + Ts 
B 宏观 均衡 . 


如 辐 通常 一 样 , 设 在 均衡 时 & = Ky = 二 了 ,7 — H, Bons» BARR 
G = gk, Gi—gyk, G,= gk, 
y Bk, B= A[1- gh: — gy(0 十 0,)j. (用 式 (29)) (35) 
依然 用 熟知 的 宏观 均衡 条 件 de /k = db/b, 并 结合 式 (30) 得 


p= B 一 g 十 8g7(1 一 BD 一 人 一 r 十 广 T — Br), (36a) 
du = By(duy — duc) = du + Pay, (36b) 
其 中 
y = E[w ^ !dw/dt ]. 
由 式 (36b) 推 出 


Vig = B' Gb + Vj), 
— 2 
ogy = B10}, 
2 2,42 — 2 
O, = By 05; oi — oe + OY. 


将 以 上 结果 代入 方程 组 (34) 得 
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1 do, — 
2 an — B*y voy, 
1 3 o B? 22 ' 
3 347- BB — ANo, (34) 
wae, /— 
?73w ^^. B(B — A)7’v oi. 
如 同 在 4. 2. 4 小 节 中 一 样 , 设 在 均衡 时 7 = aU"), Bul 
WV uw = — V ws WV www = GAV w» q 一 1 一 0o. 
此 外 约定 : 
à = cr! — Byg oi, 
| 74 7 (37) 
$ —A(G — A) + g9 — pr). 
在 以 上 准备 的 基础 上 ,由 条 件 (33a) 一 条 件 (33d) 、 式 (36a) 依 次 得 到 
að 一 By (ot Ao Gg?" ; (38) 
po = gu) w1-— 289) — Buy! qvo}; (39) 
Vr = AÀV + Biygo? — By’ qvo}; 
vq = M + qH, 
M = p— Ax — $ Bago; 0 
pl 一 CN — p), 
(41) 
N = B— g + gia — By) — AA— Bra e. 
联 立 方程 组 (40) 与 方程 组 (41) 解 出 
= DM/Fq, v=M/F, 
, /Fq, v— M/ (42) 


D=M+tqN, F—D — qg. 
将 wj = D/ 代入 式 (36a) 得 
4 = B — g + gQ — PM —q'D. (43) 
形式 上 , 式 (42)、 式 (43) 正 好 与 式 (15)、 式 (16) 相 同 . 但 一 个 很 大 的 区 划 是 : 
此 处 的 p,v,y 并非 最 终结 果 , 因 其 中 含有 待定 的 7. 7 就 是 贪污 的 均衡 水 平 , 它 正 
是 我 们 最 关注 的 均衡 值 . 以 wy = D/g 代入 式 (39), 经 整理 后 得 
g 一 8I(28 十 1) 十 28g72: — Bay! qoi 
p— Arv 
q 





=w 


+ B — g + g1 — Ber + ABy'oy 一 LB . (44) 


注意 到 中 是 7 的 一 次 函数 ( 依 式 (35)) ,方程 (44) 实 际 上 是 7 的 四 次 方程 .下 面 假 
定 已 适当 限制 参数 ,使 得 方程 (44) 有 唯一 解 7E (0,1/2). 限制 7< 1/p8 BRA 
然 的 , 因 当 89 1 时 ,贪污 者 无 利 可 图 ,不 再 有 贪污 发 生 . 

C. 参数 对 7 的 作用 

现在 考虑 我 们 关注 的 中 心 问题 ;哪些 因素 影响 贪污 水 平 7? 鉴于 方程 (44) 的 
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复杂 性 ,我 们 只 能 考虑 一 些 比较 便于 分 析 的 特殊 情况 .首先 设 9 = 0, — 0, 从 而 
B = A, 于 是 方程 (44) 成 为 一 个 二 次 方程 : 

my — ny7+p=0, 

m = 20g + Aq of + Re, R= pg +G a go)), as) 

n= g(28 + 1) + A’qo} + go, 

pg-—Qo, Q—A —g-- (o— Av)/Q. 
E BUBIH R2 0,m,n 2 0,38€ g 接近 于 Ac, 至 少 不 会 大 大 超过 Ar, 故 不 妨 设 
Q> 0. 同时 假定 与 8,g,Q 相 比 , of 是 偏 小 的 ,这 意味 着 产 出 与 公共 开支 都 只 有 
轻 度 的 波动 . 至 于 表示 贪污 负 效 用 权 数 的 参数 e. 实际 上 难以 确定 ,下 面 仅 考虑 
两 种 极端 情况 : 0 ~ 0 或 者 w 充分 大 ,前 者 表示 贪污 者 因 自 省 而 产生 某 种 不 安 ， 
这 引起 微小 负 效 用 ;后 者 表示 贪污 者 因 强 烈 恕 惧 而 引起 严重 负 效 用 .下面 的 分 析 
表明 ,在 这 两 种 情况 下 ,参数 对 7 的 影响 是 不 同 的 . 

G) w ~ 0 的 情况 . 此 时 
m ~ 20g + Aq, n=m+e, pog, 

因而 方程 (45) 有 两 正 根 .在 eo 其 小 的 情况 下 ,要 遏制 贪污 ; 8 不 能 太 小 ,下 面 设 
28 > 1(“ 污 ”表示 远大 于 ) ,从 而 n? > 4mp. 于 是 方程 (45) 的 较 小 的 正 根 为 





7 =} (n — m — amp) (46) 
A |^ n|1 On? |] 








~ g xod 

™ g@B +1) + Aud ~ 28-41’ 

这 表明 7< 1/2,82 <1, 贪污 处 于 较 低 的 水 平 .由 式 (46) 有 
2m9y — n =— VÉ — Amp <0. 





直接 由 方程 (45) 有 
yy $225 ,am an, Lap 

(2m9y — n) 7 Js 7 5| 7 5; 35 T 7 às]" (47) 
其 中 s 是 B,g,0,0% 之 一 . 分 别 算出 

dm dm 

ap BST) ag P" to), 

am — mo | Avo 

Jo ^F aon 7 ^ 2 5 

3 3 2 (48) 

gn gn 一 a n Sn (A: . 

35 一 28， 了 一 28 十 可 2e ^ £9 pp A*g; 

apo, a, 32-a, 
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以 上 公式 结合 式 (47) 得 出 
— ny £22 89n ,om x~ 
Gmg — 0 5.25 pl 55 — 155] = Blog — ev 0 ~ 2g 
n) E 9"? .,[9n ,8m 129p 
(2m7 — n) 7 3g [2; ag 7 35 
—g(28 十 五 一 By(2 + v) — 7G] ~ gi; 
o an _ (an am 
(2m7 — n) 3 2o =o} ao} 3o} 
=a}[A’q — 7CA'q 一 A’q'w/2)] ~ A'q oi, 
u w 3) (192 _ 3m 123p 
(mg — n) 7 aw EE?" ow 7 A 





—e(g — 1R + T’Q) ~ «| £u 280) . 


以 上 结果 表明 ,7 与 8,o 呈 ,ww 人 负 相 关 , 与 g EMK, 7 关于 8,g,oy,o 的 弹性 依 绝 
对 值 递减 . 这 就 得 出 以 下 结论 . 
命题 设 ,9,w 充分 小 ,而 有 弛 适度 小 , 则 抑制 贪污 的 措施 如 下 :加 重 罚款; 
降低 公共 开支 ; 增 大 个 体 收 入 风险 ;促进 贪污 者 自省 . 以 上 措施 的 影响 力 依次 递 
降 : 罚 款 的 作用 最 大 ,而 良心 治疗 ( 即 加 大 e ) 则 收效 其 微 . 
Gi) © 充分 大 的 情况 . 此 时 有 
ms Rw, n=gw,  p2z— Qu; 


方程 (45) 仅 有 一 个 正 根 : 
7 =} + Vn — Amp) (46)! 


25 15 + Ve AQ > &. 


这 就 表明 ,除非 @ 很 小 , 82 二 1 难以 满足 . 因此 下 面 设 @ 充分 小 ,而 8 适度 大 ,从 
而 7 g/R 1/8 « 1. 依 式 (46) 有 2m7 — n > 0, 然后 用 式 (47) 、 式 (48) 得 出 


(2m9 — n) B 37. B[2g — g"(2 + o) ] =— gw, 
7 ap 
(2m9 — n) 5 2l = g[28 + o — B9(2 + w) — 7 9] 之 一 pgo, 
— 7) 2 27 _ Aagya S.A uu o'g 
(2m7 — n) 7 Jo 7 wg — 9R 4-9 1Q) = 8^2 Go — q'o$), 
2 3 - 
(2m7 — n) 7 EE = of[A’g — 9CA*q 一 A'g'w/2)] =~ z5^'4 d. 


这 表明 7 与 g,B,w,03 均 负 相关 ,其 弹性 递 降 . XC HE 5g o~ 0 时 稍 不 同 的 结论 
如 下 . 
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命题 设 和 ,0,Q 充 分 小 ,中 适度 小 , 8 适度 大 ,% 充 分 大 , 则 抑制 贪污 的 措 
施 依 其 影响 力 依次 为 :扩大 公共 开支 :加重 罚 款 ; 加 大 惩 贪 震慑 力 ; 增 大 个 体 收入 
风险 . 

D. 社会 计划 者 决策 

上 面 的 模型 考虑 了 贪污 者 在 面 对 整肃 风险 时 的 决策 行为 ,由 此 导出 几 种 常 
见 惩 贪 措施 的 有 效 性 比较 ,这 对 于 政策 制定 者 不 无 启示 . 但 读者 必定 注意 到 ,对 
于 决策 问题 (31) ,我 们 并 未 如 通常 一 样 作 福利 分 析 . 贪污 者 固然 也 是 消费 者 的 一 
部 分 ,但 毕竟 是 一 类 很 特殊 的 消费 者 ,他们 所 作 的 最 优 决策 显然 不 足以 说 明 一 般 
消费 者 的 福利 ,对 于 后 者 的 分 析 应 借助 于 代表 性 消费 者 决策 或 社会 计划 者 决策 
来 解决 . 


考虑 如 下 的 社会 计划 者 决策 问题 : 
max Es| eU COCE dt (802 0), (49a) 
s. t. dG = dYdt + Gduc, (49b) 
dK = (T'Y — C)dt + Kdux. (49c) 


记号 C,K,Y ,duc,dux,T 的 意义 是 自明 的 ,不 必 解 释 . 但 与 问题 (31) 不 同 , 此 处 G 
并 不 表 流 动 的 公共 开支 ,而 是 由 公用 事业 投入 累积 而 成 的 基础 设施 存量 (或 水 
Æ), OY 则 是 单位 时 间 内 G 的 期 望 增 量 , 0 0 «1. 以 7 表 社 会 贪污 水 平 . BH 
收 cY 除 因 贪污 而 损失 的 部 分 WY 之 外 ,其 余 全 部 用 于 基础 设施 投入 ,因而 rz 一 人 
十 7, 假定 + 与 7 为 外 生 常 数 . 式 (49a) 表 明基 础 设施 具有 福利 效应 ; 另 一 方面 C 
也 有 生产 效应 , 即 C 进入 生产 函数 
Y = AK'G! (A7 0,0a« 1). (80) 
[B] 8E C49) di — P ARETE M BIG B RRR. VE V = VG, K) 为 
HAE PR, DU] CK 3. 1 节 式 (46)) 


LV = 8YVs + (Y — OV. + LG, 十 20:kGK V cx + eK" V xx)» 


(51) 
而 最 优 性 条 件 可 表 为 ( 依 3. 3 节 式 (5)) 


pv =U+ LV, (52a) 
0 = U'G! — Vx, (52b) 
pVe = U'COG? + (LV)e, (52c) 
pVx = (LV), (52d) 


其 中 (用 式 (51)) , 
a! Y. arly 


(Vs = Sg Ve + 0YVas + TE Ve + CY — CVox, 
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CLV) x 仿 此 ,不 必 详 细 写 出 . 


假定 在 均衡 时 有 
Ap 会 C/ 天 = 三 const， g 2 G/K = const; (53a) 
| dc OK. (53b) 
由 式 (53a) 有 

Y/K—Ag" 4 B, 6Y/G = Bó/g A p; (54) 

这 结合 式 (53b ) 与 式 (49b)、 式 (49c) 得 : 
d = Br 一 ASBm = p+ g), (55a) 
| duc = dux, ob = dck = ok. (55b) 


LA 
设 V = aG'K*,a «0 5 p,q 是 待定 参数 ;约定 :一 p 十 gyR 一 Pp 十 


(参看 4. 3 节 式 (35)). 以 设 定 的 普及 式 (53) 一 式 (55) 代 人 最 优 性 条 件 (52) AR 
理 与 适当 化 简 之 后 得 到 





R — + ps, s = Bo, (52a)' 
aq = pg”, (52b)' 
PR = pq(a! + 0) + dCps + q as), (52c)' 
qR = apg + Yles — qs), (52d)' 


3x56 7; RAE n] RAE en 与 参数 a,p，,g. 
首先 , 联 立 式 (52c)' 与 式 (52d)' 消 去 R 得 到 关于 ga 的 二 次 方程 
LÈ — qo' (ap — Y) — aðpo'? = 0, 
由 此 解 出 (注意 由 式 (52b)' 应 有 9g <0) 


q 一 satan — d 4- Van — p)? + 4apd |] 2: qCgo, (56) 
注意 由 式 (54) 与 式 (55a), p 与 都 是 g 的 函数 . 将 式 (56) 代 人 式 (52a) 得 到 
R= + [an + (2s — Dé + Vr + MGI 20g). (67) 


无 需 写 出 og) 的 详细 表达 式 , 利 用 式 (54)、 式 (55a) 与 式 (57) 不 难 验证 po) 
二 一 00,9(00) = oo, 因而 方程 (57) 必 有 解 g 2 0. 确定 一 个 这 样 的 g, 则 均衡 值 
454 RE 9,p 与 a (用 式 (54) 式 (55a) 及 式 (52b)') 亦 随 之 确定 , 假定 模型 参 
数 所 受 的 限制 足以 保证 4 0. 

E O= 0 (这 意味 着 不 考虑 公共 开支 的 福利 效应 ), 则 依 式 (56) 可 算出 9 = 
ac' , Kit} p =o — q = d'o (注意 s — o! ); 依 式 (57) 有 

gg) = ap + go’ = 4argr — Aóg "(a — o) (用 式 (54)、 式 (55a))， 
由 此 直接 看 出 900) — — 00,9(00) = oo, 
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[rn = AaFg^ 70 (g>0), 
F=a'gt' + ad — òo. 
因此 方程 R= Ce) 有 唯一 解 g > 0. 

今 考虑 参数 7,o 对 于 均衡 值 g,4,y 及 福利 的 影响 . 为 简单 起 见 , 仅 考虑 6 
= 0 的 情况 . UAE R = plg) 用 隐 范 数 微 分 法 得 (29/28 = g GO 依 式 (58)) 


(58) 








ag | 29[99.  g(a—c) 
ag _əƏRjəş — g* oo! 
3& = 3al 56 aF 9 (59b) 
结合 式 (59) 与 
$-—A0g^7, u= Arg" 一 40g- (用 式 (54), 式 (55a)) 
求 出 : 
IP S Ap -a1 Jg 
an 一 Ag Aaüg *"! 27 
i a of 
=— IET <o, (用 式 (59a)) (602) 
39 8 -i OE 
Joz ^ AOR a Ge > > 《用 式 (59b)) (60b) 
a a ar ERE) age o! t' 
35 Ag + Ag Gr + ade) SÉ = EEE <0, (la) 
9 a i - 9 
3 = Ag^*(ar' + adg7!) 25 <0. (61b) 
取 定 K, > 0, Vv = V(OG,,K), 则 
K? 
— doll. 707 了 
V 一 agt Ki = aa ye” CFA sk (52b)’) 
— in(ace'V) = olny — o'lnK, 3 Q. 
于 是 
aQ IIL 
an pe 37 ^ 0 (用 式 (61a)) 
90 | EE <o, (用 式 (6lb)) 


综合 以 上 结论 得 出 : g,y,V 都 与 7 负 相关 ; g,V 与 吃 负 相关 ,而 与 ok IE 
相关 . 这 意味 着 ,无 论 对 于 扩大 基础 设施 投入 比重 、 经 济 增长 及 消费 者 福利 ,贪污 
都 是 一 种 有 害 行为 . 至 于 资本 积累 的 风险 , 则 如 通常 所 见 的 ,对 于 经 济 增长 与 福 
利 分 别 有 正 面 效 应 与 负面 效应 . 


4.8.4 国防 开支 
在 政府 公共 开支 中 ,国防 预算 处 于 很 特殊 的 地 位 ,对 于 它 的 最 优 决策 无 颖 有 
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重要 意义 .下面 给 出 的 模型 涉及 含 三 个 状态 变量 的 随机 最 优 决 策 ,在 方法 上 颇具 
典型 意义 ， 

A. 模型 与 最 优 性 条 件 

就 其 本 性 而 言 , 国 防 开支 问题 应 归于 4. 2 节 中 所 讨论 的 公共 开支 这 一 大 课 
题 之 内 . 不 过 ,此 处 拟 构建 颇 不 同 的 模型 . 主要 的 区 别 是 ,此 处 考虑 公共 开支 ( 包 
括 国防 开支 ) 的 累积 效应 ,因而 将 公共 开支 当 作 存量 (而 不 像 在 4. 2 节 中 一 样 当 
作 流量 ) 看 待 . 其 次 ,此 处 采用 社会 计划 者 决策 ,因而 不 必 考 虑 外 部 性 问题 . 

考虑 一 封闭 的 经 济 体 . 分 别 以 G 与 H 记 其 军备 水 平 与 基础 设施 水 平 ,它们 
均 用 物质 产品 的 实际 量 计量 ,与 物质 资本 存量 天 处 于 某 种 对 等 地 位 . C.H SK 
一 样 进入 生产 函数 (对 照 式 (50)): 

Y = AK°G’H’ (a,B,Y 2» 0,a + B 4- Y — 1D. (62) 

Xj G 出 现 于 生产 函数 中 可 作 如 下 解释 .首先 ,国防 技术 对 于 推动 民用 部 门 发 展 
有 显著 作用 ,这 已 为 世界 各 国 的 经 验 所 证 实 . 其 次 ,以 军事 实力 为 后 盾 的 国际 地 
位 ,对 于 维持 经 济 发 展 所 需要 的 稳定 环境 .保障 外 部 资源 供应 以 及 坚定 投资 者 信 
心 , 显然 有 不 可 忽视 的 作用 . 上 述 两 方面 作用 的 综合 效果 正体 现 于 C 对 于 产 出 
的 贡献 率 B. B 也 许 不 大 (与 a 比较 ) ,但 毕竟 是 正 的 . 至 于 G SH 的 福利 效应 , 则 
更 无 疑问 .不 过 ,为 简单 起 见 , 此 处 仅 考 虑 G 的 福利 效用 , 它 进 入 效用 函数 的 形 
式 类 似 于 4. 2. 3 小节: 


v= E, [enu cote» (0 2 0). 
0 


需要 强调 的 是 ,与 4. 2.5 小 节 中 的 GLH RIS] EAE GVA 是 存量 而 非 流量 . 
进入 生产 函数 与 效用 函数 的 应 当 是 军备 水 平 ( 或 军备 存量 ) GC, 而 不 仅仅 是 当年 
军费 开支 ,其 理由 是 显然 易 见 的 :安全 保障 来 自 国防 建设 的 多 年 积累 ,而 并 非 仅 
仅 来 自 一 时 的 投入 . 基础 设施 对 于 生产 的 作用 亦 是 如 此 . EA GH EFE, n 
同 K 一样 ,需要 用 一 定 的 增长 方程 来 刻画 其 状态 演化 . 下 面 设 定 方程 (对 照 式 
(49b) 、 式 (49c) ) 为 

dG = óYdt 十 Gduc, 
dH = eYdi + Hdu,, 
dK = (Y —C)dt + Kdux. 
其 中 5,e > 0 分 别 为 国防 开支 与 民用 公共 开支 占有 产 出 Y 的 份额 ,是 主要 的 政 
策 参数 ; r 为 税率 . 假定 总 税收 zy 全 部 用 于 国防 开支 与 民用 公共 开支 ,因而 7 = 
6 十 eY 全 部 用 于 基础 设施 建设 . duc dus dux 是 反映 G, 石 ,K 不 确定 性 变化 
的 Brown 运动 , 受 下 面 将 给 出 的 均衡 条 件 的 约束 ( 见 式 (68b)). 直观 上 很 明显 ， 
G, 妃 如 同 天 一 样 ,都 不 可 避免 有 一 定 折旧 ;但 为 简单 起 见 ,此 处 都 不 予 考虑 ， 
综 上 ,可 将 涉及 国防 开支 的 最 优 决策 问题 表 为 
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max E| e- UCO Edt, (63a) 
0 

s. t. dG = óYdt 十 Gduc, (63b) 
dH = cYdt + Hduz, (63c) 
dK = (r'Y — C)dt + Kdux, (63d) 


其 中 工 依 式 (62)，G(0) = Go, HO) = H,,K(O) = K, BREW. 

方程 组 (63) 是 一 个 自治 的 随机 最 优化 问题 ,其 最 优 性 条 件 是 标准 的 . HRA 
三 个 状态 变量 G, 玉 ,KK, BE Bellman FRM ARI. 以 V = V(G,H,K) 记 问 
题 (63) 的 值 函 数 , 则 最 优 性 条 件 可 表 为 (用 3. 3 PRG): 


eV =U+ LV, (64a) 

0 =U'G’—Vx (64b) 

pye = U'COG™ + (LV gs (64c) 

Vu = LV) uy, (64d) 

pV kx = (LV )x;, (64e) 
其 中 U =U(CG’), U' = CG)”; 


LV 一 07YVc + eYV u + C'Y — CVk 


十 liv 十 c HTV un 十 o KV ex 








十 20654GHV cy 十 20; GKV ex 十 20 4k H KV ux); (65) 
Ve =P Ve + ay vas + EP yu + avos + OO Va + GY — OV. 


十 LactGvos + o£ G*V coc + OH’ Venn 十 OK Voxx 十 2054 HV on 


+ 20; 4G HV cou 十 206nK Vox 十 20:4 GKV cox. 十 20k H KV cux); 
(Va 与 UV) IS UBER IR — S B. 
B. 均衡 
如 通常 一 样 , 设 定 如 下 均衡 条 件 : 
HB £2 C/K =const, g & G/K zconst, h 2 H/K zsconst; (66a) 
| dG _ dH _ dK 


U G = gK 5 H —AK RAR (49)18 
Y/K = Ag'k « B, Y = BK. (67) 


fid XX (66b) BK (63b) ~A (634) 3X. (6622 、 式 (67) 得 
P 十 dug = Bear + duy = (Br 一 pdt 十 duy, 
由 此 得 出 
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Bs B 
[Finean (68a) 
dug = dug = dux. (68b) 


结合 式 (68a) 与 式 (67) 得 
h= $g, B= als] a, p= Að tg, p= Br 一 全 (69) 
由 式 (68b) 得 ot = ofh = ok = dcu = Ock = Opr. 
BV = aG'IPK', 其 中 参数 a 过 0 与 p,qsr 待定 , 令 s 二 pp 十 gq 二 7,R = 
+ 于 星 .将 以 上 设 定 及 式 (66) 一 式 (68) 代 人 最 优 性 条 件 (64), 利 用 式 (65), 通 


nn" 的 计算 ,可 将 式 (64) 化 为 
R= K "gf" — PK — s 





ag + 45, (70a) 
ar = u-*g" -^h KW ~, (70b) 
R= Et 9) y «(5 Bs — s (70c) 
R-EL. (s. (70d) 
R= apt [t — s]. (70e) 
从 式 (70a) 得 :一 gc ,于 是 可 将 式 (70a) 与 式 (70b) 简 化 为 
| R=" + gs, (70a)! 
ar = pg” ^h, (70b)' 


这 就 得 到 5 个 方程 方程 (70a)'、 方程 (70b) 与 方程 (70c) 一 方程 (70d) ,它们 正好 
用 来 确定 均衡 值 x,g 及 参数 a,p,g (注意 已 有 = bo — p —q,h = eg/6,y = 
Br 一 u ,参看 式 (69)). 

计算 均衡 值 的 方法 颇 类 似 于 4. 3. 3 小 节 中 的 做 法 :用 待 求 的 g 表 出 诸 均衡 值 
然后 由 某 个 关于 g 的 方程 确定 g. 首先 联 立 方程 (70c) ~ 方程 (70e) 消 去 R 得 


| (ap — Br) Cpr + Js) = bpr’, (71a) 
(aq — Yr) Cpr + 45) = 0. (71b) 
由 方程 组 (71a) 知 pr + 4s 750, 因而 由 式 (71b) 有 ag = Yr, 于 是 

r=4, pos 8. (72) 


以 此 代入 式 (71a) ,得 到 关于 q 的 二 次 方程 
aug? — qa! (ap — d) — VOo? Y = 0. 
以 上 方程 有 一 正 根 与 一 负 根 ,而 应 有 9g,r «0 ( 依 式 (70b)'7, 故 解 出 
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9 一 Failte — y + Vlan — 9» + Aa0nd] qlie). (73) 


以 此 代入 + 二 (a/7)g Br = rg), 然后 结合 式 (70b)' 与 式 (69) 得 出 a = alg). 
余下 确定 g, 这 依赖 于 方程 (70a) ; 


R= Fuera) t 48s & Wg), (74) 


HP we = ule) 5i $ = 9D 依 式 (69). 利 用 式 (69) 与 式 (73), 不 难 求 得 pkg) 的 
明显 表达 式 ,但 因 其 过 繁 而 不 便 写 出 . 此 处 要 紧 的 是 ,指明 PCO) — — 00, M 0 «€ 
时 PCL) > 0. 不 妨 设 pok 偏 小 ,从 而 |R| 亦 偏 小 ,于 是 方程 (74) 存 在 解 & € 
(0,1). 将 这 样 的 解 g 代入 qlg),xlg) 等 , 即 可 最 终 确 定 诸 均 衡 值 . w> 0 对 应 着 
模型 参数 间 的 一 定 不 等 式 关 系 , 下 面 设 这 种 关系 已 被 满足 . 
在 9 = 0 这 一 特殊 情况 下 ,可 得 到 较 简 单 的 公式 . 首先 ,从 式 (73) 得 出 g = 
Yo', 继而 得 7 = a p = Bo! (Hs =o ). 注 意 训 ,gr 均 为 负 . 其 次 , 依 式 (74) 有 
Gg) =au + go’ = Bat! — pla — o!) 
= Aar (e/8)'g" — AS” tg la — o). (用 式 (69)) (74)! 
由 此 直接 看 出 
g0) = 一 œ, . 
gl) = A(e/0)' Car — ad + 00) > 0, (6 适当 小 ) 
g (g) = Aaa! t' (£/0)'g “+ Aaó" &g ^"^ (a — a’) 
= Aa(e/d)’g " !F > 0, F = dagr + ad — ôo. (75) 
故 当 [RI 适当 小 时 方程 R = eG 有 了 唯一 解 g € (0,1). 
C. 参数 的 作用 
任 给 模型 参数 A, 为 计算 均衡 值 (例如 A ) 对 4 的 导数 ,不 免 要 求 出 3g/34， 
而 为 此 就 必须 利用 式 (74) 或 式 (74)' 求 出 39/3g, 但 用 式 (74) 来 做 到 这 一 点 并 不 
容易 . 因此 ,下 面 仅 考 虑 9 二 0 这 一 特殊 情况 ,所 得 结论 亦 适用 于 9 非 零 但 偏 小 的 
情况 . 直观 上 , 设 定 9 偏 小 似乎 是 可 接受 的 . 为 确定 起 见 , 下 面 仅 考虑 特别 值得 关 
注 的 参数 0 与 ok, 讨论 这 两 个 参数 对 于 期 望 增长 率 少 及 消费 者 福利 Y 的 作用 . 
设 9= Aes) 依 式 (74), 则 由 方程 = pe) 有 


o-2?,2998 co _ 3P 3g 
30 39g36' 2 ag dak’ 


ag/ag = d (g) 依 式 (75). 由 以 上 两 方程 分 别 解 出 


ag | 29/49 _ 7r (g/) 十 7G — o'/a) | 
a6 . 23ól3g Fg^ 0, (ĦA 75) (76a) 
ag coc! ap _ à" g** a0! 





3c 213g gar ^v (76b) 
然后 结合 式 (76) 与 式 (69) 算 出 
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ag  Y$ apag _ pege 


326 ^ 8 e987 OF > 0; (77a) 
99$ 9b ag __ op ag . 
ach  2g23oX g 26i ^ 0 (77b) 
ap _Bdr ag Br  , 23$ 
36 g ace ó ad 
__ g¢lad + agr — o' — Be /o)]. 
au _ ap ag [Ber , a) ag 一 0 
$5 55K | g gl93okX " 
取 定 Ko >0 RG = gK., Ho = hK,, 则 
Cd 
V A aGtHiKs = agth K? = Fir (用 式 (70b)') 
一 jn(aoV) = olny — o'inK, A Q; 
aQ SAR, 
a pn ad’ (79) 
3Q 0 35 一 0. (80) 





现在 来 解释 一 下 所 得 结果 . 不 等 式 (77a) 与 不 等 式 (77b) 表 明 , 几 与 8, 吃 均 
为 正 相 关 ,这 意味 着 提高 国防 开支 或 加 大 市 场 风险 均 有 利于 经 济 增长 . 直观 上 这 | 
是 可 理解 的 :提高 9 将 加 快 军备 扩张 ,而 在 均衡 时 军备 与 整个 经 济 是 同步 增长 
的 . 不 等 式 (80) 表 明 ,风险 对 于 消费 者 福利 有 负面 影响 ;这 与 风险 对 增长 的 影响 
恰好 相反 ,这 是 我 们 已 多 次 见 到 的 . 6 对 福利 的 影响 要 复杂 些 . 从 式 (78) 看 出 , 若 
8 (即使 相对 于 9 ) 偏 小 , 则 2 5/28 < 0, 从 而 由 式 (79) 有 2Q/29 — 0, 于 是 加 大 
国防 开支 对 于 福利 有 负面 影响 ; 若 8 适当 大 , 则 方程 ma = 0 可 能 有 解 9 一 
O°, 此 时 O° 是 国防 开支 的 某 种 (对 于 福利 而 言 ) 最 优 比率 . 
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